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AVERTISSEMENT. 



Le lecteur qui connaît la cinématique du point, de la droite 
et du plan, peut passer immédiatement à la deuxième partie 
de ce travail et aborder directement l'exposé du calcul diffé- 
rentiel. S'il concevait des doutes sur la légitimité des prin- 
cipes fondamentaux, pris pour point de départ, il devrait se 
reporter à la première partie et chercher les éclaircissements 
nécessaires soit au début, soit dans le chapitre VIII. 

Le lecteur qui ne possède aucune notion de cinématique 
et qui veut abréger, peut se borner à l'étude du mouvement 
d'un point et d*une droite dans un plan. Les notions dont il 
a besoin pour aborder le calcul différentiel sont exposées dans 
les trois premiers chapitres , ou plus simplement encore dans 
les n**^ 54 , 35, 56 , 37 et 38 du chapitre VIIL 

En général , on jugera préférable de s'appuyer uniquement 
sur les notions les plus élémentaires. En ce cas, il faut, dans 
la deuxième partie, passer du n** 9 aux n°^ 38, 59, 40, re- 
venir au n** 12, et poursuivre en supprimant les n°^ 27,28, 
33, 34, 55 et 37. Cette façon de procéder est celle qui 
permet d'atteindre le but proposé le plus vite possible et le 
plus simplement; une première lecture, ainsi faite, offre l'avan- 
tage de mettre en plus grande évidence l'extrême facilité de 



la méthode adoptée pour l'exposition du calcul différentiel. 
En lisant le tout, on voit mieux combien sont variées les res- 
sources dont on dispose poilr les différents cas d'application. 
Les n°' 33, 34 et 35 de la deuxième partie sont les seuls 
qui puissent offrir quelque diflSculté ou du moins ralentir la 
marche. On ne perdra point de vue qu'on peut les supprimer 
en y suppléant par les n*"* 38 et 39. 



INTRODUCTION '. 



La cinématique du point et de la droite se réduisant à un petit 
nombre de notions qui font partie de l'enseignement élémentaire, 
ou qu'on peut y introduire sans aueune difficulté, il nous a paru 
qu'il y aurait un grand avantage à ramener à ces notions si sim- 
ples et toutes géométriques l'exposé complet du calcul différentiel 
et intégral. 

Tel est l'objet que nous nous proposons dans le présent ouvrage. 

La première partie comprend la cinématique du point, de la 
droite et du plan. Considérée en elle-même et détachée des autres 
parties, nous pensons qu'elle remplit les conditions voulues d'un 
traité élémentaire assez complet pour satisfaire à toutes les exi- 
gences. Considérée au point de vue plus restreint des principes 
qu'il s'agit d'établir comme base du calcul différentiel et intégral , 
elle pourrait se réduire à quelques lignes, où l'on définirait avec 
précision ce qu'on doit entendre par l'état de mouvement d'un 
point dans l'espace et par celui d'une droite dans un plan. En la 
développant comme nous l'avons fait; en détaillant dans les sept 
premiers chapitres une suite de propositions que les procédés 
suivis dans le chapitre VIII permettent d'exposer en quelques 
pages, et dont on peut d'ailleurs supprimer sans inconvénient le 
plus grand nombre, nous avons voulu prévenir les objections 
qu'on serait conduit à nous opposer et que les notions générale - 

^ Le lecteur est prié de lire cette introduction. 
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ment admises en cinématique ne suffiraient pas à résoudre sans 
quelque effort de la part du lecteur. Nous avons aussi voulu poser 
les fondements d'une théorio^iouvelle , purement géométrique «t 
offrant par elle-même toutes les ressources dont on a besoin pour 
certaines applications réservées jusqu'ici au domaine de l'analyse 
infinitésimale. C'est ainsi, par exemple, qu'en se fondant sur 
cette théorie et laissant à l'écart toute notion de calcul différen- 
tiel, toute intervention d'infiniment petits, tout recours à la mé- 
thode des limites, on peut aborder directement les questions 
relatives à la courbure des lignes et des surfaces. 

Les développements donnés à cette partie de notre travail ont 
encore une autre utilité : c'est de fournir des moyens de solution 
variés et nombreux , susceptibles de se suppléer les uns les autres 
et de féconder le champ ouvert aux investigations. Toutefois, 
comme ils ne sont point nécessaires h l'exposé des règles établies 
dans la deuxième partie, ni même à la solution directe des ques- 
tions qui concernent la courbure ou d'autres sujets analogues, le 
lecteur peut se tenir exclusivement aux premiers éléments de la 
cinématique. Lorsqu'on sait d'avance, d'une manière bien précise 
et bien nette, en quoi conaistent la vitesse d'un pofnt et l'état de 
mouvement d'une droite dans un plan, on peut passer outre sans 
s'arrêter à la première partie. Dans le cas contraire, il faut, avant 
tout, s'initier à ces deux notions fondamentales et se familiariser 
avec elles par l'étude des chapitres I, II, III, ou plus simplement 
encore des cinq premiers numéros du chapitre VIII. Cela fait, on 
est immédiatement à même de lire avec fruit Texposé du calcul 
différentiel et d'en saisir toutes les conséquences. 

L'idée de recourir à la cinématique pour fonder sur la géomé- 
trie l'analyse transcendante, n'est pas entièrement nouvelle. Déjà 
vers le milieu du dix-septième siècle, la cinématique du point 
fournissait à Rqberval une méthode des tangentes non moins 
remarquable par son élégance que par sa simplicité. Quelque 
temps après, Newton s'appuyait sur cette même cinématique 
pour définir les fluxions, généralisant par cela seul la méthode de 
Roberval, créant du même coup le calcul différentiel tout entier, 
et ouvrant ainsi la voie parcourue successivement par plusieurs 
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gëomètres , au nombre desquels nous citerons en particulier Ma- 
claurin et Thomas Simpson. En s*arrétant à la cinématique du 
point, comme Tout fait nos devaBciers, on laisse subsister un 
obstacle invincible à la construction d'une méthode purement 
rationnelle, entièrement dégagée de la considération des limites, 
et susceptible d'offrir les mêmes facilités que la méthode infinité- 
simale. Cet obstacle disparaît lorsqu'on fait intervenir la cinéma- 
tique de la droite et que, prenant pour base notre conception 
relative à la courbe, on développe tout ce que renferme en soi la 
définition suivante : 

La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite 
mobile y le point glissant sur la droite et la droite tournant au- 
tour du point , tous deux incessamment. 

De là résulte une série d'applications qui nous ont permis 
d'étendre à la courbure des lignes et des surfaces ce qu'on avait 
fait pour les touchantes aux courbes, c'est-à-dire de créer, pour 
les contacts du second ordre et des ordres supérieurs, une théorie 
géométrique analogue à celle de Roberval pour les contacts du 
premier ordre. Telle est la puissance et la fécondité de cette 
théorie que, par elle, et sans autre secours que celui des notions 
les plus élémentaires, nous avons pu aborder et résoudre toutes 
les questions générales et particulières qui se rapportent à la 
courbure dans les traités de calcul différentiel et d'analyse infini- 
tésimale. Nous croyons avoir fait quelque chose d'utile en mettant 
ainsi k la portée des commençants des questions qui semblaient 
leur être interdites, et, surtout, en leur offrant, comme moyens 
de solution, les procédés simples et rigoureux de la géométrie. Quoi 
qu'il en soit, une objection se présente : elle consiste en ce que la 
marche à suivre exige, en chaque cas, une définition géométrique, 
et, en outre, un certain effort d'invention pour tirer des don- 
nées qu'on possède le parti convenable. En vain multiplie-t-on les 
exemples : tout cas nouveau se résout en un problème particulier 
de géométrie , et la construction cherchée ne s'offre pas toujours 
d'elle-même. 

Le travail que nous publions aujourd'hui ne laisse rien sub- 



( 8) 
sister de robjectîoii précédente : ce sont les règles mêmes du calcul 
différentiel et intégral qu'il dégage des éléments de la géométrie, 
réunissant ainsi aux ressources dont nous disposions déjà toutes 
les ressources connues de l'analyse transcendante. 

On sait combien la simple définition d'une diiTérentielle pro- 
prement dite présente en général de difficulté. Dans notre mé- 
thode, comme dans celle que Maclaurin a pris à tâche de déve- 
lopper, la définition de la différentielle peut se donner à priori 
sans offrir rien d'obscur ou de compliqué. Maclaurin débute par 
la remarque suivante : 

« En général toutes les quantités de même espèce ( lorsqu'on 
» considère seulement leur grandeur) peuvent être représentées 
• par des lignes droites qui sont supposées être toujours entre 

> elles en même raison que ces quantités. De même, dans cette 
» méthode, nous pourrons représenter les quantités de même 
» espèce par des lignes droites et les vitesses des mouvements qui 

> sont censés les produire par les vitesses des points qui se meu* 
» vent sur ces lignes droites *. » 

Reprenons cette remarque en lui donnant toute Textension 
qu'elle comporte, et supprimant ce qui la restreint ou l'embar- 
rasse. Nous dirons : 

Toute grandeur a pour équivalent numérique une portion de 
droite composée avec l'unité linéaire comme la grandeur donnée 
se compose avec son unité propre. Lorsque la grandeur donnée 
est incessamment variable, le point, qui limite la longueur sub- 
stituée à cette grandeur comme équivalent numérique , glisse con- 
tinûment sur la droite qu'il décrit. Cela posé, on. a la définition 
suivante : 

La différentielle d'une grandeur quelconque incessamment va- 
riable est la vitesse du point qui décrit le secjfnent de droite substi- 
tué comme équivalent îiumérique à cette même grandeur 2. 

En s'arrêtant k ce premier aperçu, on peut déjà pressentir une 

* Traité des fluxions de Maclaurin, traduit par le R. P. Pezenas, page 7. 
« Il est sous-entendu que ce segment de droite est limité à une extrémité 
par un point fixe , à Tautre par le point mobile que Ton considère. 
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certaine différence entre les deux méthodes que nous mettons ici 
en parallèle. Cette différence s'accuse de plus en plus à mesure 
qu'on avance dans les applications. Toutefois , c'esl par le déve- 
loppement de ridée mère renfermée dans notre définition de la 
courbe qu'elle se caractérise avec toute son importance. Maclaurin 
donne les définitions suivantes de la tangente en un point d'une 
courbe et de la courbure en ce même point : 

a Une droite est tangente à une courbe, lorsqu'elle touche la 
» courbe si exactement qu'on ne peut mener aucune droite par le 
» point d'attouchement entre elle et la courbe *. » 

a Comme de toutes les droites que l'on peut mener par un 
» point d'un arc, celle-là seule est tangente qui le touche si pré- 
» cisément qu'on ne peut pas mener une autre droite entre elle 
» et cet arc; ainsi de tous les cercles qui touchent une courbe 
» dans un point donné, celui-là est dit avoir la même courbure 
» que cet arc, lequel le touche si exactement qu'on ne peut dé- 
j> crire aucun cercle entre eux par le point d'attouchement, tous 
» les autres cercles passant en dessus ou en dessous 2. » 

C'est d'ailleurs en s'appuyant sur ces définitions que Maclaurin 
procède pour déterminer la tangente et le cercle de courbure, 
autrement dit le cercle osculateur. 

Les définitions que nous venons de rappeler accusent certaines 
propriétés caractéristiques de la tangente et du cercle osculateur. 
Elles ne font point connaître le rapport qui s'établit entre ces 
lignes et la courbe dans leur génération simultanée. Pour nous, qui 
désignons sous le nom de directrice la droite mobile mentionnée 
dans notre définition de la courbe, la tangente est la directrice 
du point décrivant, c'est-à-dire la droite suivant laquelle est 
dirigée la vitesse de ce point; la courbure est celle du cercle où 
subsiste, d'une manière constante, le rapport établi entre la 
vitesse actuelle du point décrivant et la vitesse angulaire simul- 
tanée de la directrice. Que la vitesse du point décrivant conserve, 
à partir d'un instant quelconque, la direction qu'elle affecte à ce 

* Traité des fluxions de Maclaurin, traduit parle R. P. Pezenas, p. 120. 
« /ft/f/m,p. 240. 
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même instant; le point décrivant cesse de décrire la coarbe pour 
décrire la tangente. Que le point décrivant et la directrice de ce 
point persistent tous deus:, Tun à glisser sur la directrice, l'autre 
à tourner autour du point décrivant, comme ils le font h un instant 
quelconque déterminé; à partir de ce même instant, le point dé- 
crivant cesse de décrire la courbe pour décrire le cercle oscula- 
teur. En chaque point d'une courbe , il y a sur la courbe direction 
et courbure : le cercle osculateur est le type sensible de la cour- 
bure, comme la tangente Test de la direction. 

On observera que nos définitions ont un caractère particulier. 
Elles pénètrent au fond même des choses; elles expriment et ma- 
nifestent les lois qui président & la génération des grandeurs, dont 
on étudie ]a variation simultanée. 11 suit de là qu'elles doivent né- 
cessairement offrir des moyens nouveaux de recherche et de solu- 
tion. L'exposé du calcul différentiel et intégral fera ressortir les 
avantages qu'elles présentent en se systématisant de manière à 
constituer une méthode générale. Bornons-nous ici à en donner 
une idée par une application tout élémentaire. 

Représentons-nous une courbe plane et le point qui la décrit. 
Soit V la vitesse de ce point et w celle de la directrice à un même 
instant quelconque déterminé. Considérons la normale à la courbe 
décrite, et supposons qu'entraînée par le point décrivant, elle 
glisse avec ce point le long de la directrice et en lui restant per- 
pendiculaire. Il est visible qu'en se déplaçant ainsi, la normale 
glisse tout entière avec la vitesse v parallèle à la directrice, et 
qu'en même temps, elle tourne autour du point décrivant avec la 
vitesse w. De là résultent pour le point o, situé sur la normale à 
la distance R du point décrivant, deux vitesses actuelles et simul- 
tanées ^ l'une égale à v, l'autre au produit Rw, Ces deux vitesses 
ont une même direction perpendiculaire à la normale; elles sont 
d'ailleurs de même sens ou de sens contraire, selon que l'arc dé- 
crit , à partir de l'instant considéré , commence par être convexe 
ou concave du côté du point o. Supposons le point o pris du côté 
de la concavité. Dans cette hypothèse, la vitesse du point o est 
représentée en grandeur par la différence v — Rw. 

Considérons en particulier ce qui arrive pour le point o, lors- 
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qu'du lieu de rester quelconque il est déterminé par l'équation de 
condition 

w 
En ce cas, Ton a évidemment 

V — Rm? = 0. 
De là résultent les conséquences suivantes : 

i" Lorsque le point décrivant entraîne avec lui la normale à 
la ligne décrite, il est un point de la normale dont la vitesse est 
nulle. Ce point est situé du côté de la concavité, à une distance 
du point décrivant exprimée pour chaque position de la normale 
par la valeur correspondante du rapport — » 

2* Deux cas sont possibles , selon que le rapport — demeure in- 
variable sur la courbe décrite ou qu'au contraire, il varie inces- 
samment d'un point à un autre. 

Dans le premier cas , le point de la normale dont la vitesse est 
nulle reste toujours le même., Il s'ensuit qu'il est fixe et que la 
ligne décrite est une circonférence de cercle ayant son centre en ce 
point. 

Dans le second cas, le point de la normale, dont la vitesse est 
'nulle, est le centre du cercle qui se substituerait à ta courbe dé- 
crite, si l'on conservait au rapport — la valeur qu'il affecte à 
Vinstant que l'on considère. Ce cercle prend, par rapport à la 
courbe, le nom de cercle osculateur. Sofi rayon est dit rayon de 
courbure. En désignant par p ce rayon, on a généralement 

V 

p = - . 
w 

Soit m une position quelconque da point qui décrit la courbe 
donnée; o le centre de courbure correspondant à cette position; 
7n' un point mobile assujetti h glisser sur la normale de manière à 
coïncider toujours avec le centre o du cercle osculateur. 

Le rayon p étant, par hypothèse, incessamment variable, il 
s'ensuit que, dans le passage d'une position quelconque de la nor- 
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maie aux positions suivantes, le point m' s*ëcarte ou se rapproche 
du point m en glissant sur la normale avec une certaine vitesse. 
Soit u cette vitesse : elle est déterminée par la variation corres- 
pondante du rapport — , c'est-à-dire par le degré de rapidité avec 
lequel ce rapport augmente ou diminue. Nous savons d ailleurs 
qu'elle constitue à elle seule la vitesse totale du point m\ 

Affectons à la courbe donnée le nom de développante et au lieu 
géométrique de ses centres de courbure, celui de développée. Les 
considérations qui précèdent ont pour conséquences immédiates 
les déductions suivantes : 

3*» Pendant que le point m décrit la développante , le point m' 
décrit la développée, 

4** Dans la description de la développée, le point m' glisse sur 
la normale mm' avec la vitesse u^ et, en même temps, la nor- 
male tourne autour de ce point avec la vitesse w. 

5^ Toute normale à la développante est tangente à la développée , 
et réciproquement toute tangente à la développée est normale à la 
développante, 

6*^ Dans le passage d'une position à une autre, la normale à 
la développante s'applique sur la développée par voie d'enroule- 
ment continu, 

7° L'arc de la développée compris entre deux rayons de cour- 
bure de la développante a pour longueur rectifiée la différence 
de ces mêmes rayons, 

8* Le rayon de courbure de la développée est représenté pour 
le point m' par le rapport - , en même temps que celui de la déve- 
loppante l'est pour le point m par le rapport ~ . 

9® Lorsque les vitesses u ef w varient dans un rapport con- 
stant, la développée est une circonférence de cercle, 

10° Les développantes de cercle sont les seules lignes pour les- 
quelles les vitesses uetw conservent entre elles un rapport inva- 
riable. 

S'agit-il maintenant de déterminer les propriétés et les carac- 
tères distinctifs du cercle osculateur? S'agit-il, en outre, d'établir 
les conditions relatives aux contacts des ordres supérieurs? On 
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peut y parvenir, couuue nous Tavous lait ', en s'appuyant sur les 
premiers éléments de la géométrie. On y parvient plus directe- 
ment encore, en observant que, pour une même vitesse du point 
décrivant, l'écart entre la tangente et la courbe augmente néces- 
sairement avec la vitesse angulaire de la directrice. De là se déduit 
sans la moindre diffîculté toute une série de conséquences. Ënon- 
eons-en les principales, en désignant par m le lieu de départ du 
point décrivant et par s Tare décrit à partir de ce lieu. Voici 
d'abord un premier énoncé : 

Le cercle osculateur est, parmi tous les cercles passant par le 
point m, celui qui se rapproche le plus de l'arc s dans le voisi- 
nage du point m. // est la limite séparative des cercles qui tou- 
chent l'arc s en m, les uns intérieurement, les autres extérieure- 
ment» En général, il coupe la courbe au point d'osculation. 

Lorsque deux courbes ont en un point commun même tangente, 
elles se touchent en ce point et leur contact est du premier ordre. 
Si, en outre, elles ont même courbure, leur contact, devenu plus 
intime , est dit du deuxième ordre. Soit o le centre commun de 
courbure qui correspond au contact du deuxième ordre établi, par 
hypothèse, entre les deux courbes que l'on considère : 

Les développées de ces courbes se touchent au point o et leur 
contact est du premier ordre. 

Supposons, sans rien changer d'ailleurs, que le contact des 
développées soit du deuxième ordre, celui des développantes, de- 
venu plus intime, sera du troisième ordre, et ainsi de suite, tout 
contact de l'ordre n entre les développées impliquant un contact 
de Tordre n -♦- i entre les développantes, et, réciproquement, tout 
contact de Tordre n -f- i entre les développantes impliquant un 
contact de Tordre n entre les développées. On voit ainsi comment 
le contact du troisième ordre se définit au moyen du contact du 
deuxième ordre, celui du quatrième au moyen du troisième, et 
ainsi de suite indéfiniment. Cela posé, il n'est pas besoin d'autres 

» Voir noire Théorie ijéomi'Mqitc des raifons el centres de courbure (2'"« noie 
àtWitionnelle). 
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procèdes que ceux de la géométrie élémentaire pour établir les 
déductions suivantes : 

Lorsque deux courbes ont entre elles un contact d'un ordre quel- 
conque supérieur au premier y selon que leurs courbures sont 
toutes deux croissantes , ou toutes deux décroissantes à partir du 
point de contact et d'un même côté de la tangente , la position 
relative des développées est l'inverse ou la mêtne que celle des dé- 
veloppantes. 

En général, lorsque deux courbes ont entre elles un contact 
d'ordre pair, elles se coupent au point d'osculation. 

En général, lorsque deux courbes ont un cont<ict d'ordre im- 
pair, elles ne se coupent pas au point où elles se touchent. 

Entre deux courbes dont le contact est de l'ordre n , on n'en peut 
mener aucune ayant un contact d'ordre inférieur. 

Cet aperçu indique suffisamment ce qu'il y a de neuf dans la 
méthode que nous nous proposons ici de généraliser. Il montre, 
en même temps , comment cette méthode a ses procédés particu- 
liers, essentiellement distincts des procédés ordinaires. L'exposé 
du calcul différentiel fera voir l'extension que comporte cette 
même méthode et comment elle embrasse tous les cas possibles 
d'application, c'est-à-dire comment elle se systématise en déga- 
geant de la géométrie les règles dont on a besoin pour résoudre, 
ainsi qu'on le fait par d'autres méthodes, toutes les questions qui 
peuvent se présenter. L'avantage consiste en ce que tout repose 
sur des notions rationnelles, purement élémentaires, offrant un 
sens précis, faciles à saisir dès le début, et supprimant ainsi toute 
obscurité. Il consiste également en ce que les moyens directs dont 
on dispose présentent, en général, de grandes facilités et qu'en 
outre, ils comprennent implicitement tous ceux dont l'emploi 
peut, en certains cas, paraître préférable. 

Nous avons dit plus haut de quoi se compose la première partie 
de cet ouvrage et les simplifications qu'on y peut introduire. La 
deuxième partie comprend les règles générales de la différentia- 
tion, et, pour les cas les plus simples, les règles correspondantes 
de l'intégration. Elle se distingue des écrits publiés sur la même 
matière eit ce qu'elle n'emprunte le secours d'aucune des mé- 
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thodes connues et que tout se réduit à des constructions purement 
géométriques. Rapprochée du travail que nous ayons produit an* 
térieurement sur le postulaium à'Euclidey elle montre, ainsi 
que nous Fannoncions, comment en mathématiques élémentaires ^ 
de même qu'en analyse transcendante, tout se ramène à une seule 
et même conception fondamentale. 

Les lecteurs au courant des difficultés métaphysiques soulevées 
par l'analyse transcendante seront surpris sans doute de nous voir 
affirmer que nous n'avons besoin ni des infiniment petits, ni du 
procédé des limites, ni d'aucune notion d'algèbre supérieure pour 
établir à priori les règles de cette analyse et les rendre applicables 
à tous les cas. On reconnaîtra que cette affirmation n'a rien d'exa- 
géré. Nous aurions pu combiner avec les moyens propres à notre 
méthode, ceux que fournit la méthode des limites et que nous 
étions en droit de nous approprier après les avoir déduits du théo- 
rème fondamental exposé n*" 6. Nous le pouvions d'autant plus que 
tout étant éclàirci dès l'abord, les résultats obtenus par la méthode 
des limites ne se réduisaient pas à la simple traduction d'Une série 
de faits que l'on n'explique point, dont le sens échappe et qui res- 
tent en partie stériles* Nous avons préféré procéder exclusivement 
par la géométrie, de manière à ne laisser aucun doute sur l'Indé- 
pendance absolue qui existe entre Yiotre méthode et les autres. 

La marche suivie dans les cinq premiers chapitres peut être 
simplifiée d'après les indications du chapitre VI et notamment des 
numéros 58, 59 et 40. En se reportant à l'avertissement placé en 
tète de cet ouvrage, on verra comment on doit en faire la lecture 
pour parvenir au but proposé dans les conditions les plus 
promptes et les plus faciles. 

Il nous a paru curieux de démontrer à priori que le plan tan- 
gent en un point d'une surface contient, en général, toutes les 
tangentes menées par ce point, et que deux tangentes réciproques, 
qui sortent avec une égale vitesse des sections qui les déterminent , 
ont des rotations égales et contraires autour des directions suivies 
parleurs points de contact. Le premier de ces théorèmes implique, 
comme conséquence, la loi générale de la différentiation des foûc- 
tions composées ou complexes, et réciproquement. Le dernier 
exprime l'égalité, qui subsiste entre les résultats de plusieurs déri- 
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valions successives où l'ordre seul a été changé : ici d'ailleurs, 
comme dans le premier cas, il y a réciprocité complète. Cette équi- 
valence entre deux faits purement géométriques et les faits simi- 
laires qui leur correspondent en analyse différentielle offre, pen- 
sons-nous, un certain intérêt. 

Lorsqu'on veut établir directement et de prime abord, ainsi 
que nous lavons fait aux numéros 55 et 54, les propriétés des 
tangentes réciproques, on ralentit la marche des déductions, et 
on leur ôte , en partie , la simplicité qu'elles comportent. Le mérite 
d'une difficulté vaincue nous a paru devoir être compté pour 
quelque chose , alors qu'il ne s'agissait pas seulement d'arriver au 
but, mais bien aussi de faire ressortir la puissance et la multipli- 
cité des ressources dont nous disposons. Que ce soit, au besoin, 
notre excuse. L'inconvénient signalé n'existe d'ailleurs qu'en appa- 
rence : il disparait, lorsqu'on passe du n° 9 aux n"» 58, 59, 40 et 
que, revenant au n" 12, on poursuit, en supprimant les n*»» 27, 
28 , 55 , 54 , 55 et 57. De là résulte une simplification considérable : 
les figures planes et leurs mouvements dans un plan étant les 
seuls qu'on ait à considérer, il suffit des premiers éléments de 
géométrie et de cinématique pour établir toutes les règles de la 
différentiation et procéder ensuite aux applications ultérieures. 

Les développements que comportent le calcul différentiel et 
intégral sont faciles à déduire des principes exposés dans la 
deuxième partie de cet ouvrage. Pour s'en convaincre à l'avance, 
il suffit d'observer que la méthode fondée sur ces principes rend 
toutes les autres immédiatement accessibles et qu'en outre, elle a 
ses moyens particuliers , généralement très-prompts , très-directs 
et très-simples. Quoi qu'il en soit, nous croyons devoir poursuivre 
la tâche que nous avons entreprise et nous efforcer de la mener à 
bonne fin en la complétant. Déjà le plus difficile est fait : déjà 
tout est compris implicitement dans le travail que nous publions 
aujourd'hui. Les parties suivantes auront pour objet les applica- 
tions analytiques et géométriques du calcul différentiel et inté- 
gral : elles feront, pensons-nous, ressortir mieux encore les avan- 
tages de notre méthode. 
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PREMIERE PARTIE. 

I^OTIOWS P]\£LIJ»II]X AIRES. 

ClNÉMAllQUE DU POINT, DE LA DROITE ET DU PLAN* 



CHAPITRE I-. 

DES DÉPLAGËAIËNTS REGTILIGNES ET SIMULTANÉS 
DE PLUSIEURS POINTS. 

Définition et mesure des vitesses. 

I . Considérons un point suppose mobile sur une droite ' et y 
occupant une position quelconque déterminée. Lorsque ce point 
sort de cette position , c'est suivant la direction de la droite et avec 
un certain degré de rapidité. De là résulte pour le point mobile 

* Cette droite est supposée fixe. On verra plus loin comment la définition de 
la vitesse donnée pour le cas d'un point qui se meut sur une droite fixe s'étend 
d'elle-même au cas où ii y a mouvement du point et de la droite, le point 
glissant sur la droite et la droite tournant autour du point , tous deux simul" 
tanément. 

2 
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un état particulier, distinct de Fétat de repos. Cet état d'un point 
qui sort de la position qu'il occupe est dit état de mouvement. On 
le désigne plus simplement encore sous le nom de vitesse. 

Dans la vitesse ainsi définie , il y a deux choses à distinguer : 
Tune est la direction, Tautre la grandeur. La direction est déter- 
minée par la droite sur laquelle le point est assujetti à se déplacer; 
elle comporte deux sens opposés Tun à Tautre. La grandeur est le 
degré de rapidité avec lequel le déplacement commence à partir de 
la position considérée. 

Étant donnée une position quelconque du point mobile et la vi- 
tesse avec laquelle le point sort de cette position, on peut toujours 
concevoir que le déplacement continue comme il commence, c'est- 
à-dire sans que la vitesse initiale cesse de conserver, partout et 
toujours, une seule et même direction, un seul et même sens, 
une seule et même grandeur. Quelle que soit la vitesse ainsi dé- 
terminée, par cela seul qu'elle est invariable, le déplacement du 
point mobile s'accomplit avec uniformité, c'est-à-dire suivant un 
mode unique , partout et toujours identiquement le même. Réci- 
proquement, s'il s'agit d'un point qui se déplace uniformément, 
la vitesse de ce point conserve partout et toujours une seule et 
même détermination. 

Imaginons que sur la droite à décrire on ait tracé des divisions 
quelconques, toutes égales en longueur. Par hypothèse, la vitesse 
est constante ; il y a donc uniformité, et de même que le point 
décrit d'abord la première division, de même ensuite il décrit cha- 
cune des autres, dans des conditions toujours identiques. Au lieu 
d'un seul point décrivant, considérons à la fois deux points animés 
chacun d'une vitesse constante. Pendant que le premier point dé- 
crit une longueur l, choisie comme on voudra, le second point 
décrit une longueur correspondante l\ De même aussi, pendant 
que le premier point décrit un multiple quelconque de la lon- 
gueur l, le second point décrit le même multiple de la longueur /'. 
On déduit aisément de là que si Ton prend deux longueurs quel- 
conques décrites simultanément de part et d'autre, ces longueurs 
conservent entre elles un rapport invariable. On voit d'ailleurs 
que les longueurs décrites croissent avec les vitesses des points 
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décrivants, et Ton est conduit naturellement à prendre les unes 
pour mesures des autres. 

Soit Ao, A|, Â2 . . . A„ une suite de droites toutes superposées 
dans l'ordre des lettres qui les désignent respectivement. Conce- 
vons que la droite A© soit fixe, et que chacune des autres, entrai- 
fiant avec elle toutes celles qui lui sont superposées ^ glisse sur la 
précédente avec la vitesse r. La vitesse de la droite Aj sera v; celle 
de la droite Aj, v -♦- v ou 2y; celle de la droite A5, 2v -»- v ou.Sv, 
et ainsi de suite, celle de la droite A„ étant représentée par nv. 
D'un autre côté, tandis qu'un point de la droite Ai décrit une lon- 
gueur quelconque /, les longueurs décrites par chaque point des 
droites A,, A3 . . . A„ sont respectivement 2/, 3/, . . , nL II suit 
de là que les vitesses des points situés sur les droites A|, A, . . . A„, 
sont entre elles comme les longueurs que ces points décrivent 
simultanément. On voit donc que si par vitesse double, triple, 
quadruple, etc., on entend la vitesse qui résulte pour un même 
point de la composition de plusieurs vitesses simultanées, toutes 
égales et prises au nombre de deux, trois, quatre, etc., il est ri- 
goureusement exact de substituer au rapport des vitesses que l'on 
comparé entre elles, les rapports des longueurs décrites simulta- 
nément par les points qu'elles animent. 

De là résultent, en ce qui concerne les grandeurs respectives 
des vitesses simultanées qui animent en même temps un ou plu- 
sieurs points, les conséquences suivantes : 

i° Lorsque plusieurs vitesses simultanées animent un méms 
point f suivant une m^me droite, la vitesse résultante est la somme 
algébrique des vitesses composantes. 

2° Dans la comparaison de plusieurs vitesses , chaque vitesse 
peut être exprimée par une longueur. 

Z"* Les vitesses que Von compare animant certains points y les lon- 
gueurs qui les expriment sont les portions de droite que ces points 
décriraient simultanément, si chaque vitesse demeurait constante. 

4" En général, on est libre de fixer ^ comme on veut, la portion 
de droite prise pour mesure de l'une des vitesses qui sont à comr 
parer; les autres s'en déduisent. 




(20) 



Composition et décomposition des vilesset, 

2. Soil une droite AC, m un point décrivant cette droite à partir du 

^. y point A ; M la vitesse avec laquelle le point 

m se déplace sur la droite AG. Au lieu 

d'être fixe, la droite AC peut être mobile, 

et, par exemple, glisser, sans tourner, le 

long de la droite AL. Dans i^e glissement 

de la droite AC une seule et même vitesse 

anime, en même temps, tous ses points; 

c'est la vitesse du point A, vitesse dirigée 

suivant AL et que nous désignerons par u\ 

Lorsque le point A de la droite AC parvient en A' sur là droite 

AL, la droite AC occupe la position A'C parallèle à AC. Le point m 

est alors en B', A'B' étant la longueur qu'il décrit sur AC, pendant 

que le point A décrit sur AL la longueur A A'. 

Les longueurs A'B', AA' étant décrites simultanément, l'une 
par le point m en vertu de la vitesse constante u, l'autre par le 
point A en vertu de la vitesse constante ti', on a, conformément 
à ce qui précède , 

A'B' u 

--— = -- = cons"^. 

AA u 

Cette relation fixe d'une manière invariable la position de la 
droite AB' dirigée suivant la diagonale du parallélogramme A A'B'B. 
Elle montre,. en outre, qu'il existe un rapport constant entre la 
longueur de cette diagonale et celle de chacun des côtés qui lui 
correspondent. 

De là résultent les conséquences suivantes : 

i" Le point m peut être considéré comme animé de deux vi- 
tesses simultanées, l'une égale à u et parallèle à AC, Vautre égale 
à u' et parallèle à AL. 

2° En vertu de ces deux vitesses simultanées , supposées co\i- 
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stanteSy le point m décrit la diagonale AB' avec une vitesse con- 
stante V, déterminée par la relation 

V U II' 

Supposons que Tune des trois longueurs AB', A'B', AA' soit 
prise pour mesure de la vitesse qui lui correspond: la même 
condition s'applique en même temps h chacune des deux autres. 
Ce résultat est connu sous le nom de parallélogramme des vi- 
tesses. On peut l'énoncer, comme il suit, sous forme de règle gé- 
nérale : 

Le point m étant animé de deux vitesses actuelles 
et simultanées, représentées en direction, sens 
et grandeur par les portions de droites ma, mb, 
la vitesse résultante est représentée en direc- 
tion , sens et grandeur par la diagonale mn du 
parallélogramme manb construit sur les côtés 
ma, mb. 

La réciproque est d'ailleurs évidente. On peut donc dire aussi 
comme règle générale : 

2"* RÈGLE. — Étant donnée la droite mn qui représente en di- 
rection, sens et grandeur la vitesse actuelle du point m, si sur 
cette droite, prise pour diagonale, on construit un parallélo- 
gramme quelconque manb , la vitesse du point m peut être consi- 
dérée comme résultant de deux vitesses simultanées, représentées 
en direction, sens et grandeur, par les côtés ma, mb. 

De là résulte encore cette autre règle : 

3™* RÈGLE. — Étant données l'une des deux composantes de la 
vitesse d'un points et la direction de l'autre composante, si l'on 
trace à partir du point la composante connue et que, par son 
extrémité, l'on mène une parallèle à Vautre composante, l'ex- 
trémité de la résultante est située sur cette parallèle. 

Le point m pouvant être considéré comme décrivant la droite 
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AB'y on observera que les vitesses u, u' sont en même temps, d'une 
part^ les composantes de la vitesse v suivant les directions AG, 
AL, d'autre part, les vitesses des projections du point m sur deux 
axes coordonnés parallèles k ces directions '. 

DU DÉPLACEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE. 



Détermination de la vitesse. 

3. Considérons un point sortant de la position qu*il occupe : ce 
point est animé d'une certaine vitesse. Ainsi que toutes les gran- 

< On reconnatt aisément que les résultats du n^ 2 s'appliquent à tout mou- 
vement simultané d'un point sur une droite et de la projection de ce point sur 
une autre droite, les lignes projetantes étant toutes parallèles à un même plan. 
Soit m le point mobile, A6 la droite qu'il décrit, P un plan de direction 
constante passant par le point m, D une droite fixe, p 
le point oU le plan P coupe la droite D. 

Prenons sur la droite AB un point quelconque A , 
et par ce point, menons la droite AG parallèle à la 
droite D. n étant le point où le plan P coupe la droite 
AG, il est aisé de voir que la droite mn est de direc- 
tion constante et que le point n se meut sur AC , 
comme le point p se meut sur la droite D. On peut 
^ donc substituer le point n au point p : le mouvement 
j^ de Tun sera le mouvement de Tautre. 

La droite mn étant de direction constante, rien n'empêche qu'où n'assujet* 
tisse, en outre, le point n à conserver sur cette droite une seule et même 
position. Dès lors le mouvement de la droite mn est complètement déterminé 
par celui du point m. 11 en résulte : 

lo Que le mouvement du point n sur AC est complètement déterminé par 
le mouvement du point m sur AB ; 

2o Qu'à un seul et même état de mouvement du point m sur AB corres- 
pond un seul et même état de mouvement du point n sur AC. 

Cela posé, v étant la vitesse actuelle du point m sur AB, il n'importe ^i\ 
rien que cette vitesse soit constante ou bien incessamment variable. Dans un 
cas comme dans l'autre , il ne peut jamais y avoir, pour la vitesse actuelle et 
simultanée du point n sur AC, qu'une seule et même détermination, celle 
qui correspond à la vitesse t^ supposée constante. 
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deurs inalhëmatiques, cette vitesse peut être constante ou bien 
incessamment variable. Dans tous les cas j elle est à chaque instant 
complètement déterminée. Lorsqu'elle varie et qu'on veut ex* 
primer ce qu'elle est pour une position donnée du point mobile , 
on considère exclusivement la détermination particulière qui cor- 
respond à la position donnée. On suppose qu'à partir de cette 
position y la vitesse demeure invariable y et Von procède comme si 
elle Vêtait effectivement. Par ce simple artifice, le cas des vitesses 
variables se ramène au cas des vitesses constantes, et les règles 
établies pour celui-ci s'appliquent à celui-là. 
Soit abc une courbe plane et AP , AQ deux droites quelconques 

situées dans le plan de cette 
courbe. Imaginons que le 
point A de la droite AQ se 
déplace uniformément le 
long de la droite AP, la 
droite AQ se mouvant tout 
entière avec le point A, et 
conservant toujours une 
seule et même direction. Soit 
. Q a le point où la droite AQ 
rencontre d'abord la courbe 
abc. Ck)ncevons un point m mobile sur la droite AQ et s'y dépla- 
çant à partir du point a de manière à occuper sans cesse la po«- 
sition précise où la droite AQ coupe la courbe ahc. Cela revient & 
dire que le point m décrit tout à la fois la droite mobile AQ et la 
courbe fixe abc. 

Soit u la' vitesse du point A sur la droite fixe AP et u* celle du 
point m sur la droite mobile AQ. Par hypothèse, la vitesse u est 
constante : si la vitesse u' l'était, en même temps, pour une por- 
tion quelconque de la droite AQ, il s'ensuivrait que la ligne, 
décrite par le point m dans le plan PAQ, serait droite sur toute 
l'étendue correspondante à cette portion. Or la ligne décrite est 
la ligne abcy supposée courbe dans toutes ses parties, la vitesse u' 
est donc incessamment variable ^ 

* Toute yariation incessante est nécessairement continue. Gela ne veut point 
dire que la vitesse u' ne peut subir aucun changement brusque sur toute 
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Considéroos la droite AQ dans une position quelconque A'Q'. 
Le point m est alors en 6 et les vitesses qui raniment simultané- 
ment sont Tune u^ Fautre u\ Ck)nstruisons d'après la règle du 
parallëiogramme , la résultante v des vitesses actuelles u , u\ La 
composante u est constante en grandeur ainsi qu'en direction; la 
composante u' est aussi constante en direction, mais sa grandeur 
varie sans cesse à partir du point b, au delà comme en deçii. La 
conséquence est qu'à partir du point b, au delà comme en deçà , la 
vitesse v a une direction incessamment variable. 

Soit n un point pris sur la courbe abCf à proximité du point 6. 
Projetons ce point sur A'Q' par une droite no parallèle à PA. Les 
longueurs^ bn, bo se correspondent, étant toutes deux décrites 
simultanément par le point m. Tune sur la courbe fixe abc, l'au- 
tre sur la droite mobile AQ. Supposons la longueur bn suffisam- 
ment petite : dès lors nous pouvons admettre que la grandeur u' 
varie continûment de 6 en o, et qu'en outre, elle est constam- 
ment croissante ou constamment décroissante dans toute l'étendue 
de cet intervalle. Admettons que de 6 en o , la grandeur t«' soit 
constamment croissante : il en résulte que de 6 en n Tangle de la 
droite A'Q' avec la vitesse v décroit continûment. Soient bi, bfy 
les directions de la vitesse v, l'une en 6^ Fautre en n : si la grandeur 

rétendue de la courbe aJbc, Gela veut dire que , s'il y a des changements brus- 
ques, ils se succèdent à certains intervalles, pendant chacun desquels la con- 
tinuité subsiste sans interruption. 

Cette observation ne s'applique pas seulement à la grandeur de la vitesse u'. 
Elle s'applique en même temps à la direction de la vitesse du point m sur la 
courbe abc. On voit d'ailleurs que cette grandeur et celte direction dépendent 
l'une de l'autre, et qu'à cet égard, elles varient toutes deux dans les mêmes 
conditions. 

En résumé , l'on peut et Ton doit poser comme axiome le principe suivant , 
qui, s'il n'est pas toujours exprimé, est au moins toujours sous-entendu : 

Toute variation, supposée incessante et ayant une origine quelconque 
déterminée, est nécessairement continue sur une étendue plus ou moins 
grande , comptée à partir de cette origine. 

Ce principe ne saurait être contesté, par cela seul que toute hypothèse con- 
traire est un non-sens impliquant absurdité et contradiction. 
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u* demeurait constante sur la longueur 60 /selon qu'elle affecterait 
la valeur qui correspond au point b, ou celle qui correspond au 
point 0, le point m décrirait la droite 61 ou la droite 6/*. En réalité 
la grandeur u' croit continûment de 6 en 0, et , en même tcmpis 
Tangle de la vitesse 1; avec la droite A'Q' décroît continûment 
depuis la valeur 061 jusqu'à la valeur 06/*. La ligne décrite par le 
point m de 6 en n est donc nécessairement comprise entre les 
droites hi^ bf(*). Cela posé, imaginons que le point n et sa projec- 
tion se rapprochent indéfiniment du point 6. Dans cette hypo- 
thèse, la droite 6/* tourne autour du point 6 et se rapproche indé- 
finiment de la droite 61 ; rien ne change d'ailleurs ; il y a donc 

(*) Pour ne laisser aucun doute sur celte déduction, nous allons la démontrer 
avec une entière rigueur. 
Par le point b menons une droite be parallèle à PA et considérons lé mou- 
vement du point m , à partir du 
F'to 4^' 
^* point b y sur Tare bn' égal à bn ou 

plus petit. 

Soient e', t', n', /* les points de 
rencontre des lignes be, bi, bn,* 
bf avec une même droite A"Q" 
parallèle à AQ. Soient en même 
temps u'h y et u'o les valeurs de 
la vitesse u' aux points b et o. 

Tandis que la droite AQ se 
transporte de A'Q' en A"Q", le 
point m décrit sur cette droite la 
longueur e^n'. La vitesse qui 
anime le point m pendant cette description et suivant celte droite, com- 
mence par être égale à u'h : elle est d'ailleurs constamment croissante et tou- 
jours inférieure à u'o\ si cette vitesse, au lieu de varier comme elle le fait, 
demeurait constante, selon qu'elle serait égale à u'» ou à u'oy la longueur dé- 
crite par le point m sur la droite AQ serait moindre ou plus grande qu'elle 
Test effectivement. Or, dans le premier cas, cette longueur serait eY, et dans 
le second e'f. On a donc nécessairement, d'une part , 




et, d'autre part. 



e'iV > e'i' 
<fn' < e'r 



La conséquence évidente est que l'arc 6n' est tout entier compris entre les 
deux droites 61, bf. G. Q. F. D. 
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U)ujour8,à partir du point 6, une portion de Tare 6e comprise entre 
la droite ûxe b% et la droite mobile bf. 

Nous venons de voir que la droite 6/* peut se rapprocher indé- 
finiment de la droite hi, sans que ces deux droites cessent de 
comprendre entre elles une portion de l'arc 6c, Cela revient à dire 
qu'aucune portion de droite ne peut, à partir du point 6, rester 
comprise entre la droite bi et Tare 6». Il s'ensuit que la droite 6t 
est, de toutes les droites passant par le point by celle qui se rap* 
proche le plus de l'arc buy dans le voisinage de ce point. La droite 
biy ainsi déterminée y est nécessairement unique : on la distingue 
de toutes les droites passant par le point 6 en la désignant sous le 
nom de tangente ou sous le nom de directrice , selon qu'on la con- 
sidère par rapport à la courbe décrite, ou par rapport au point 
décrivant. 

Nous avons supposé la vitesse u' continûment croissante de 6 
en 0. La démonstration se ferait de la même manière, si, de 6 en 
Oy la vitesse u' était constamment décroissante. La seule difiPércnce 
consisterait en ce qu'au lieu de s'abaisser au-dessous de la droite 
biy l'arc bn et la droite 6/" s'élèveraient au-dessus. 

Concluons que , dam la description d'une courbe par un point y 
la vitesse de ce point a une direction incessamment variable. 
Concluons, en outre, que cette direction est, pour chaque position 
du point décrivant, celle de la tangente à la courbe décrite *. 

4, La vitesse u peut être quelconque, constante ou variable. 
Dans tous les cas, la démonstration du n"" 3 se fait de la même ma- 
nière, et l'on voit aisément que la résultante des vitesses u, u' est . 

^ Les considérations qui précèdent* sufiBsent pour établir la méthode des 
tangentes créée par Roberval » et exposée, comme il suit, dans les Mémoires de 
r Académie royale des sciences, année 1690. 

Principe. '<- « La direction du mouvement d^un point qui décrit une ligne 
» courbe, est la touchante de la ligne-courbe en chaque position de ce point. » 

Règle générale. — « Par les propriétés spécifiques de la ligne courbe (qui 
» vous seront données ) , examinez les divers mouvements qu'a le point qui la 
» décrit , à Tendroit oti vous voulez mener la touchante. De tous ces mouve- 
» ments, composez-en un seul : tirez la ligne de direction du mouvement 
» composé ; vous aurez la touchante de la ligne courbe. » 

Ce principe et cette règle donnent, dans la plupart des cas, le mo^en de 
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toujours dirigée suivant une même droite, la droite la plus rap- 
prochée de la courbe au point que Von considère. De là résulte le 
principe suivant : 

On peut attribuer indifféremment une valeur quelconque soit à 
la vitesse v, soit à l'une ou l'autre des deux composantes u , u' : 
les rapports que ces vitesses ont entre elles restent toujours les 
mêmes en un même point. 

Détachons de la courbe abc Tare bn, et considérons-le séparé- 
«. „ ment;m étant un point quelconque de cet arc, 

soit smt la tangente en ce point. Eu égard aux 
conditions qui subsistent sur toute l'étendue 
de l'arc bn, la démonstration du n" 3 impli- 
que les conséquences suivantes : 

i^ L'arc bn est tout entier d'un seul et 
même côté de la tangente smt, en deçà comme 
i^ au delà du point m. 

â*" De toutes les droites passant par le point m y la tangente smt 
est la seule qui ne coupe pas l'arc bn en ce point. 

^^ Les distances des différents points des arcs mb, mn d la 
tangente smt vont en croissant à mesure que ces points s'éloignent 
du point m. 

4" Lorsque le point m se déplace en glissant de h en n sur 
l'arc bn, la tangente smt tourne continûment dans un seul et 
même sefis. 

réduire à une simple opération graphique la détermination de la tangente en 
un point quelconque d'une courbe définie géométriquement. Pour aller au 
delà : pour pénétrer plus avant dans la nature intime de la ligne courbe : pour 
apprécier, définir et mesurer la courbure proprement dite , il faut d'abord in- 
troduire un principe nouveau; il faut ensuite considérer avec quelques détails 
les conditions relatives à la rotation d'une droite dans un plan. Les dévelop- 
Iiements qui suivent fournissent , à cet égard, tous les éclaircissements néces^ 
saires. Non moins simples que renoncé de Roberval, ils comportent une 
extension beaucoup plus grande. C'est ainsi , par exemple , qu'ils permettent 
d'établir» comme nous l'avons fait ailleurs, une théorie purement géomé- 
trique de la courbure des lignes et des surfaces. 
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Concevons une droite D, assujettie à s'appuyer en un point de 
l'arc bn et à tourner, sans glisser, autour de ce point, jusqu*à 
ce que venant à s'appuyer sur un autre point du même arc, elle 
prenne cet autre point pour centre de rotation, et ainsi de suite 
indéfiniment. 

Supposons la droite D dirigée suivant la tangente smt et tour- 
nant de gauche à droite. Je dis que le centre de rotation, situe 
d'abord en m, glisse continûment le long de Tare mn. 

La rotation commencée autour du point m, à partir de la posi- 
tion smt y ne peut pas continuer autour de ce même point. Gela 
résulte évidemment de ce qu'aucune droite, menée par le point m, 
ne peut rester comprise entre l'arc ntn et la tangente smt D'un 
autre côté, on ne saurait admettre que le centre de rotation se 
transporte brusquement du point m en un point m' séparé du 
point ?n par un intervalle quelconque déterminé. Pour qu'il en fût 
ainsi, il faudrait qu'il n'y eût aucun écart entre le point m' et la 
tangente smt. Le contraire ayant lieu pour tout point m' séparé 
du point m ^ on voit que le déplacement du centre de rotation sur 
l'arc mn et sur la droite D est nécessairement continu. 

Nous venons d'établir qu'au sortir de la position smt , la droite 
mobile ne peut s'appuyer sur aucun point m' séparé du point m 
par un intervalle quelconque déterminé. Il en résulte que le centre 
de rotation qui succède au point m y se rattache continûment à ce 
point, et qu'au delà de ce centre, comme en deçà ^ l'arc bn reste 
tout entier d'un seul et même côté de la droite D. On voit ainsi 
que la droite D réalise constamment la double condition de passer 
par un point de l'arc bn et de ne point couper cet arc en ce 
point. On déduit de là les conclusions suivantes : 

i" Za divite D ne cesse pas d'être tangente à Varc bn. 

â^ Varc bn peut être considéré comme la trace d'un point qui 
glisse sur la droite D , e» ^tnême temps que cette droite tourne au- 
tour de ce point. 

5° La vitesse du point qui décrit ainsi l'arc bn s'emprunte 

* Il est visible qu*en tournant de gauche à droite autour du point m , la 
droite D laisse entre elle et Tare mb la tangente smt. 
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tout entière, d'une part et comme grandeur au glissement de ce 
point sur la droite D, d'autre part et comme direction à la position 
de cette même droite, 

5. Résumons les résultats obtenus, dans les numéros qui pré- 
cèdent, concernant le mouvement d'un point dans un plan. 

Au lieu de procéder comme ci-dessus , on peut donner à priori 
cette définition de la ligne courbe : 

La courbe est la trace d'un point qui se meut suivant une di- 
rection incessamment variable. 

On peut aussi, développant davantage, présenter la même défi- 
nition sous cette autre forme : 

La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite 
mobile f dite directrice, le point glissant sur la directrice et la 
directrice tournant autour du point, tous deux simultanément et 
incessamment. 

Partant de la, on voit d'abord que la vitesse du point décrivant 
s'emprunte tout entière au glissement de ce point sur I9 directrice, 
la rotation de celle-ci n'ayant d'autre effet que de modifier inces- 
samment la direction. Il est ensuite très-aisé d'établir que, pour 
chaque position du point décrivant , la directrice est tangente à la 
courbe décrite, c'est-à-dire qu entre elle et la courbe, on ne peut 
mener aucune droite. 

Cela posé, ce sont, de part et d'autre, les mêmes résultats, en 
ce qui concerne la courbe, la directrice, la vitesse du point dé- 
crivant. 

La définition donnée (n<* \) pour la vitesse, dans le cas d*un 
point supposé mobile sur une droite, s'étend d'elle-même au cas 
du mouvement d'un point sur une courbe. La seule différence con- 
siste en ce que, au lieu d'être fixe, la droite sur laquelle le point est 
censé se mouvoir tourne incessamment autour de ce même point. 
Voici d'ailleurs les conséquences. 

La vitesse d'un point qui décrit une courbe comporte à chaque 
instant deux modes distincts de détermination. On peut se la re- 
présenter directement ou indirectement. 
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Dans le premier cas, elle est dëterminée, en direction, parla 
tangente à la ligne décrite, en grandeur, par le degré de rapidité 
imprimé sur cette ligne au point qui la décrit. 

Dans le second cas , elle est la résultante des vitesses communi- 
quées au point décrivant dans chacun des mouvements partiels et 
simultanés dont se compose le mouvement total. A ce point de 
vue , on peut dire aussi qu'elle est la résultante des vitesses qui 
animent les projections du point décrivant sur deux droites quel- 
conques situées daiis le plan de la courbe *. 



CHAPITRE II. 

DE LA ROTATION d'cNE DROITE DANS UN PLAN. 

Définition et mesure des vitesses angulaires. 

6. Soit une droite passant par un point fixe et tournant autour 
de ce point dans un seul et même plan. A chaque instant la droite 
passe d'un lieu dans un autre, et affecte par là même un état 
particulier distinct de l'état de repos. Cet état d'une droite qui 
sort du lieu qu'elle occupe en tournant autour d'un de ses points , 
supposé fixe, est dit vitesse de rotation ou bien encore vitesse 
angulaire. 

On entend ainsi par vitesse angulaire le degré de rapidité qui 
anime une droite dans sa rotation autour d'un point fixe, pris 
sur cette même droite. S'agit-il d'une droite qui se déplace dans 
un plan d'une manière quelconque et dont la direction change 
incessamment? Elle a de même et à chaque instant une vitesse 
angulaire complètement déterminée. Cette vitesse est celle d une 

* Il est sous-entendu que, relativement à chacune des deux droites choisies 
pour y projeter le point décrivant, les projections se font parallèlement à 
Tautre. 
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droite quelconque assujettie à passer par un point fixe et à 
tourner autour de ce point en restant parallèle à la droite don- 
née. 

Ainsi que toutes les grandeurs matbëmatiqucs, la vitesse angu- 
laire peut être constante ou bien incessamment variable. Dans 
tous les cas, elle est à chaque instant complètement déterminée. 
Lorsqu'elle varie et qu'on veut exprimer ce qu'elle est, pour une 
position donnée de la droite mobile, on considère exclusivement 
la détermination particulière qui correspond à la position donnée : 
on suppose qu'à partir de cette position^ la vitesse angulaire 
demeure invariable et Von procède comme si elle l'était effective- 
ment. Par ce simple artifice , le cas des vitesses angulaires varia- 
bles se ramène au cas des vitesses angulaires constantes et celui-ci 
reste seul à examiner. 

Cela posé, nous pourrions répéter ici pour les vitesses de rota- 
tion , ce que nous avons dit plus haut pour les vitesses linéaires 
et reproduire presque littéralement les mêmes déductions. Bor- 
nons-nous à énoncer les règles suivantes : 

\ ^ Dans la comparaison de plusieurs vitesses angulaires, chaque 
vitesse peut être exprimée par un angle. 

2" Les vitesses que Von compare anitnant certaines droites, les 
angles qui les expriment respectivement sont ceux que ces droites 
décriraient simultanément si chaque vitesse demeurait constante. 

S** En général on est libre de fixer comine on veut, Vangle pris 
pour mesure de Vune des vitesses qui sont à comparer. Les autres 
s'en déduisent. 

Rapport existant entre la vitesse angulaire d'une droite et les 
vitesses que la rotation de la droite cwnmunique à ses diffé- 
rents points. 

7. Soient o,o' deux points supposés fixes, l'un sur la droite D, 
l'autre sur la droite D'. Par hypothèse, ces deux droites tour- 
nent uniformément, l'une autour du point o avec la vitesse angu- 
laire vj, Fautre autour du point o' avec la vitesse angulaire w'. 
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Soient niym* deux points pris respectivement, le point m sur 
la droite D à la distance r du centre o; le 
point m' sur la droite D' à la distance r' du 
centre o\ s, s' étant deux arcs quelconques 
I^ans décrits simultanément, le premier par 
le point m, le second par le point m', ces 
arcs sont circulaires, et les angles qu'ils 
sous- tendent ont pour mesure les rapports 
On déduit de là, conformément à la règle (2) du n° 6 : 




s 
♦r r 



(0. ..... 



Soient v^ v' les vitesses qui animent en même temps les points 
m, m' dans la description des arcs «, 5'. Il est aisé de voir, confor- 
mément aux déductions des numéros (4) et (5) , que ces vitesses 
sont normales aux rayons vecteurs r, r' et qu'elles satisfont à 
l'équation suivante < : 



(2) 



^ Les déducliôns des n»* (4) et (5) se vérifient ti'ès-simplement , comme il 
suit : 
Soit al une droite mobile, toujours tangente à la circonférence abcd^ tour- 
nant sans glisser le long de cette circonférence, y ap- 
pliquant successivement tous ses points et Tenvelop- 
pant ainsi par une sorte d'enroulement continu. Tandis 
que la tangente al tourne uniformément de a vers a', 
concevons qu'un point m, situé d'abord en a, se dé- 
place le long de cette droite , avec une vitesse œn- 
stante en grandeur et de manière à occuper sans 
cesse la position précise où le contact s'établit entre 
la tangente mobile al et la circonférence fixe abcd. 
Dans ce double mouvement simultané du point m et de la droite al, le point 
glissant sur la droite et la droite tournant autour du point , tous deux 
uniformément, il est visible que le point m décrit à la fois la droite mobile 
al et le contour fixe du cercle abcd. De là les conséquences établies plus 
baut, d'une manière générale, i)our une courbe (luelconque. 
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La eombinaisou dcë équations (i) et {2), donne 



(«>) -7 = -• — 

w V r 



Choisissons pour unité des vitesses angulaires celle qui com- 
munique Tunité de vitesse au point qui décrit la circonférence de 
cercle ayant l'unité pour rayon. 

Si nous prenons r=i et que nous supposions v'=^\^ il 
viendra tt?' = i , et nous aurons en général 

(4) w = -• 

r 

L'équation (4) implique les conséquences suivantes : 

1** Lorsqu'une droite tourne autour d'un de se^ points supposé 
fixe y il y a lieu de comidérer pour chaque position de la droite 
sa vitesse angulaire actuelle w, et en même temps les vitesses 
correspondantes de ses différents points. 

2" Soit V la vitesse qui répond à la vitesse w pour un point 
quelconque pris sur la droite mobile y à la distance vdu centre de 
rotation : 

La direction de la vitesse v est perpendiculaire à la droite 
mobile. 

La vitesse v est égale au produit de la distance r par la vi- 
tesse w. 

La vitesse w est égale au quotient de la vitesse v par la dis* 
tance r. 
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CHAPITRE III. 

DU MOUVEMENT d'uNE DROITE DANS UN PLAN. 



8. Lorsqu'une droite se meut en conservant toujours une seule 
et même direction, ses différents points ont à chaque instant 
même vitesse. Cela résulte de ce que les portions de ligne décrites 
simultanément par deux points quelconques de la droite mobile 
sont nécessairement égales et parallèles. Réciproquement si tous 
les points d'une droite ont à chaque instant même vitesse, la 
droite conserve toujours une seule et même direction. 

On désigne sous le nom de translation le mouvement d'une 
droite dont la direction demeure invariable ou, ce qui revient au 
même, dont tous les points ont à chaque instant même vitesse. 

Soit D une droite libre dans un plan et s'y déplaçant comme 
on veut. Prenons sur cette droite le point quelconque o et, par 
une translation qui rende commune à tous les autres points la 
vitesse du point o, assujettissons celui-ci à décrire sa propre tra- 
jectoire. L'effet de cette translation, si elle subsistait seule, serait 
de ne rien changer au mouvement du point o et, en même temps, 
de maintenir constante, pour chaque position de la droite D^ sa 
direction première. Il suiLde là que pour restituer à la droite 
mobile son mouvement effectif, il suffît d'une rotation qui se 
compose avec la translation empruntée au point o, et qui s'accom- 
plisse autour de ce point comme s'il était fixe. 

S'agit-il d'abord de la translation empruntée au point o ? Les 
vitesses qui en résultent sont partout les mêmes à un même 
instant quelconque. Elles ont donc , en chaque point , mêmes com- 
posantes, Tune normale à la droite mobile, l'autre dirigée sui- 
vant cette même droite. S'agit-il ensuite de la rotation autour du 
point 0, considéré comme fixe? Les vitesses qu'elle imprime sont 
partout normales à la droite, parallèles entre elles, et respective- 
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ment proportionnelles aux rayons vecteurs correspondants. De 
là résulte le théorème suivant : 

Lorsqu'une droite se meut dans un plan ', les vitesses simul- 
tanées de ses différents points étant décomposées suivant la droite 
et perpendiculairement d sa direction , les composantes dirigées 
suivant la droite sont toutes égales et de même sens. 

Dans le mouvement d'un point assujetti à rester sur une 
droite , on peut toujours décomposer la vitesse de ce point en 
deux vitesses dirigées, Tune suivant la droite et dite vitesse de 
glissement , Tautre & angle droit sur la première et dite vitesse de 
circulation. En adoptant ces dénominations , on peut substituer è 
renoncé qui précède cet autre énoncé plus simple : 

THÉOftÈME I. — Lorsqu'une droite se meut dans un plan, les 
vitesses de glissement de ses différents points sont toutes égales 
et de même sens. 

FiÇ' 9. Soit oo' la vitesse du point o k Tinstant con^ 

sidéré. Par le point o^ menons deux droites, 
Tune o'A parallèle à la droite D, l'autre D' fai-^ 
sant avec la droite o'A l'angle qui a pour tangente 
le rapport exprimant la vitesse angulaire de la 
droite D autour du point o. Il est visible que 
tout point m de la droite D est animé de deux 
vitesses simultanées représentées respective- 
ment, Tune par la droite mn égale et parallèle 
à oo\ l'autre par la droite nm' menée par le point n perpendicu- 
lairement à o'Â et limitée à la droite D'. De là , et de ce qui pré- 
cède, résultent les corollaires suivants : 

1** Les vitesses simultanées des différents points de la droite D 
ont pour lieu de leurs extrémités une droite D' oblique sur la 
première. 

i Ce théorème et les suivants sont tout à fait généraux. Ils s'appliquent, 
ainsi qu'on le verra plus loin , au mouvement quelconque d'une droite dans 
Tespace. 
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â"* Etant données les vitesses simultanées de deux points quel- 
conques de la droite D, celles des points o et m^ par exemple, 
toutes les autres en résultent. 

3° Lorsque deux points d'une droite ont, en même temps, 
même vitesse y cette vitesse est commune à tous les autres points. 

4" Lorsque deux points d'une droite n'ont pas en même temps 
même vitesse, les vitesses diffèrent en chaque point, 

9. Supposons qu'on transporte en un même point a les vitesses 
qui animent ]es différents points de la droite D, à un instant 
quelconque déterminé. Supposons, en outre, qu'on projette ortho- 
gonalement toutes ces vitesses sur une même droite menée par 
le point a parallèlement à D. Chaque vitesse ainsi projetée n'a 
qu'une seule et même projection , la portion de droite qui repré- 
sente la vitesse de glissement commune à tous les points de la 
droite mobile. Ce résultat peut s'énoncer comme il suit : 

Théorème II. — Si l'on transporte en un même point quel- 
conque les vitesses simultanées des différents points d'une droite, 
ces vitesses ont leurs extrémités sur une seule et même droite per-^ 
pendiculaire à la première. 

Du mouvement d'un plan sur lui-même et dime droite 
dans un plan. 

10. TuÉoRÈHË III. — Lorsqu'un plan se déplace sur lui-même, 
les vites.$es simultanées de deux points de ce plan étant déter- 
minées, celles de tous les autres points le sont en même temps. 

Soient a et 6 deux points d'un plan qui se déplace sur lui-même. 
Par hypothèse, on connaît les vitesses actuelles et simultanées des 
deux points a et b. 

Soit m un troisième point quelconque situé dans le plan mo- 
bile, en dehors de la droite ab *. 

* Si le point m était pris sur la droite ab, on oJ)tienilrail directemeiU sa 
vitesse, en opérant comme nous l'avons indiqué au n« 8. 



Fig.9. 
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Transportons en m les vitesses respectives des deux points 
a et 6. Soit ma' la première, mb' la seconde. 
Par le point a% abaissons sur am la perpen- 
diculaire a'p. Par le point 6' abaissons sur mb 
la perpendiculaire b'q. Prolongeons les droites 
o'p, b'q jusqu'à leur rencontre en n et tirons 
la droite mn. 

La droite mn , ainsi déterminée , représente 
en direction , sens et grandeur y la vitesse du 
point m. 

Cette proposition résulte évidemment de ce qu'en vertu du 
théorème H (n* 9), l'extrémité de la vitesse du point m se trouve 
à la fois sur chacune des deux perpendiculaires a'p et b'q. Elle 
implique d'ailleurs , comme corollaires , les déductions suivantes : 

i ** Tout mode de déplacemjçnt qui communique à deux points 
d'un plan mobile sur lui-même leurs vitesses actuelles et simul- 
tanées ^ remplit en même temps cette msme condition par rapport 
d tous les autres points, 

2° Si deux points d'un plan qui se meut sur lui-même ont en 
même temps même vitesse y cette vitesse est commune à tous les 
autres points. Les vitesses simultanées des différents points sont 
donc toutes les 'mêmes ou toutes différentes, 

\ \ , Théorème IV. — Lorsqu'un plan se meut sur lui-même et 
que tous ses points n'ont pas en même temps même vitesse , il est 
p' 40 ^^ point du plan dont la vitesse est nulle. On dé- 
signe ce point sous le nom de centre instantané de 
rotation. Les vitesses simultanées des autres points 
sont les mêmes que si le plan tournait autour de 
ce centre considéré comme fixe. 

Soit un plan qui se meut sur lui-même, et dont 
tous les points n'ont pas même vitesse à l'instant 
que l'on considère; m et m' étant deux points de ce 
plan, soient wm, et mV les portions de droite qui 
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représentent en direction , sens et grandeur, les vitesses respec- 
tives des points m et m'. Par hypothèse, ces deux vitesses diffè- 
rent en quelque chose. 

Supposons d*abord que les vitesses mn, m'n' soient parallèles. 
11 faut alors qu'elles soient toutes deux perpendiculaires à la 
droite mm\ Autrement, et puisqu'elles diffèrent^ leurs compo- 
santes, suivant cette droite, ne pourraient être égales et de même 
sens. (Théorème I , n" 8.) Tirons la droite n«', et déterminons le 
point où. elle vient couper la droite mm\ Il est visible qu'une 
rotation , commençant autour du point o peut communiquer aux 
deux points m et m' leurs vitesses actuelles et simultanées. Con- 
cluons que cette même rotation communique en même temps à 
tous les autres points du plan mobile leurs vitesses respectives. 
(N** 10, théorème III, corollaire i.) On voit d'ailleurs qu'en dési- 
gnant par w la vitesse angulaire qui correspond à la rotation du 
plan mobile autour du point o, et par p l'extrémité de la vitesse 
mV transportée au point m , on a très-simplement. 

mn m*n* m'n' — mn np 

mo m'o mm' mm' 

Supposons maintenant les vitesses mn, m'n* non parallèles, et 
considérons le point o situé à la rencontre des per- 
pendiculaires élevées, l'une en m sur mn, l'autre 
en m' sur m'n\ Si l'on détermine la vitesse du 
point d'après le procédé du n° 10, on reconnaît 
immédiatement que cette vitesse est nulle. D'un 
autre côté, si Ton transporte en m, sur mp, Ja 
vitesse m'n', et qu'on tire la droite np, on voit que 
cette droite est perpendiculaire à la droite mm\ 
(Théorème II, n* 9). Les triangles mpn, m'om sont donc sem- 
blables , et l'on a 

mn mp np 

mo m'o mm' ' 

la longueur mp pouvant être remplacée parla longueur égale m'w'. 
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Il suit de là qu'une rotation commençant autour du point o, 
avec la vitesse angulaire 

mn m'n' np 

mo m'o mm! ' 

communique aux deux points m et m' leurs vitesses actuelles et 
simultanées. Concluons que cette même rotation communique en 
même temps à tous les points du plan leurs vitesses respectives *. 
(N* i 0. Théorème III , corollaire i .) 

Le point o déterminé, comme on vient de le voir, est désigné 
sous le nom de centre instantané de rotation. 

A chaque position du plan mobile répond une position du cen- 
tre instantané de rotation , et le point du plan qui coïncide avec 
ce centre a une vitesse nulle. Si le centre instantané de rotation 
était fixe sur le plan mobile, c'est-à*dire s'il coïncidait toujours 
avec un seul et même point de ce plan, il serait absolument fixe, 
puisqu'il resterait en un même point constamment dénué de vi- 
tesse. Le mouvement du plan se. réduirait donc à une rotation 
simple autour d'un centre fixe. Mais, en général, il en est autre- 
ment. Il faut donc que le centre dont il s'agit change incessam- 
ment de position dans le plan mobile. Concluons qu'en général 
tout déplacement d'un plan sur lui-même résulte du doubfe mou- 
vement d'un point et du plan, le point glissant dans ce plan en 
même temps que le plan tourne autour de ce point. 

Soit A( un point assujetti à se mouvoir de manière à coïncider 
constamment avec le centre instantané de rotation. Ainsi qu'on 
vient de le voir, le point m glisse dans le plan mobile. Il a donc 
dans ce plan , et pour chaque position du plan, une vitesse actuelle 
déterminée. La rotation qui s'accomplit autour du point /u. ne 

* On parvient plus vite à cette conclusion en observant qu'une rotation 
commençant autour du point o, avec la vitesse angulaire 

mn 
mo ' 

communique aux deux points m et o leurs vitesses actueltes et simultanées. 
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peut allérer en rien cette vitesse : elle est donc aussi la vitesse du 
point /u dans l'espace ^ 

12. Considérons le plan mobile à un instant quelcx)nque. Soit 
P ce plan ; o le centre instantané de rotation; w la vitesse angu- 
laire du plan P autour du centre o; m un point quelconque du 
plan P ; V la vitesse du point m. 

On sait, d'après ce qui précède, que la vitesse v est perpendi- 
culaire au rayon vecteur om et représentée en grandeur par le 
produit oni.w. 

Imaginons qu'on transporte de o en m la rotation 10, et qu'en 
même temps ^ Ton imprime au plan P une translation représentée 
en direction, sens et grandeur parla vitesse v. 

La rotation w transportée en m se compose avec la translation 
V, de manière à communiquer aux deux points m et leurs vi- 
tesses actuelles et simultanées. Il s'ensuit que cette rotation et cette 
translation communiquent en même temps à tous les points du 
plan P leurs vitesses respectives. 

De là résulte la déduction suivante : 

L'état de mouvement d'un plan qui se meut sur lui-même et 
dont tous les points n'ont pas en même temps même vitesse, peut 
êlre considéré soit comme se réduisant à une rotation simple au- 
tour dn centre instantané, soit comme résultant de cette même 
rotation transportée autour d'un point quelconque du plan mo- 
bile et composée avec une translation égale à la vitesse de ce point, 

13. Lorsqu'une droite se déplace dans un plan, on peut conce- 
voir qu'elle entraine ce plan avec elle. Tout se passe donc comme 
nous l'avons vu pour le cas général d'un plan qui se meut sur 
lui-même. A chaque position de la droite mobile répond, en gé- 
néral, un centre instantané de rotation, et, pour chaque point, 

* Considérons les traces du point /x sur le plan mobile et dans l'espace : 
soit s la première et s' la seconde. Il est visible que la ligne s^ est Tenveloppe 
des positions successives de la ligne s. On voit aussi que le mouvement du 
plan mobile est le même que si la ligne s roulait, sans glisser, sur la ligne s'. 

* Il sufiSt pour cela dMmprimer celte vitesse à deux points du plan P, soit, 
par exemple, aux deux points m et o. (Voir n« iO, théorème I!I, eorotlaire 2^) 
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même vitesse que s'il y avait rotation simple autour de ce centre 
supposé fixe. 

Considérons la droite dont il s'agit dans une position quelc^n- 
Fig. i2. n^^ déterminée. Sort ab cette position, o la 

position correspondante du centre instantané 
de rotation, o' le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point o sur a6, m un point quel- 
conque de la droite oo', w la vitesse angulaire 

3 actuelle de la droite mobile. Nous savons déjà 

^' que les vitesses actuelles des différents points 

de la droite ab sont les mêmes que si cette droite tournait autour 
du centre o avec la vitesse angulaire w. Nous ajoutons, conformé- 
ment à la déduction du n*" 12, qu'on peut considérer ces mêmes 
vitesses comme résultant d'un glissement et d'une rotation simul- 
tanés, la droite ab tournant autour du point m avec la vitesse w 
et glissant en même temps sur elle-même avec la vitesse 

r, = om. tv. 

Étant données les vitesses simultanées des différents points de 
la droite ab, on peut considérer exclusivement ou isolément leurs 
composantes normales à cette droite. Ces composantes sont celles 
que nous avons déjà désignées sous le nom de vitesses de circula^ 
tion. Pour les obtenir toutes à la fois, et rien qu'elles, il suffit de 
transporter en o' la rotation v\ Le point o\ déterminé par la pro- 
jection du point sur la droite ab, est dit centre instantané de 
circulation. Il se distingue des autres points de la droite ab en ce 
qu'il n'a pas de vitesse de circulation, ou, ce qui revient au même, 
en ce que sa vitesse actuelle est une vitesse de glissement dirigée 
tout entière suivant la droite mobile. 

Les déductions qui précèdent ne s'appliquent pas seulement à 
une droite qui se meut dans un plan supposé fixe : elles s'appli- 
quent également à toute droite située dans un plan qui se meut 
sur lui-même. Elles peuvent se résumer dans les termes suivants : 

Lorsqu'une droite se meut dans un plan, son mouvement se 
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compose d'un glissement sur elk'^nême et d'une rotation autour 
d'un point choisi, comme on veut, sur la perpendiculaire abaissée 
du centre instantané de rotation. Quel que soit ce point, la vitesse 
angulaire reste toujours la même. La vitesse de glissement est la 
vitesse effective du point choisi pour centre ^ 

Observons que si Ton considère un point assujetti à coïncider 
toujours avec le centre instantané de circulation, ce point a pour 
TÎtesse non-seulement la vitesse de glissement, commune à tous 
les points de la droite mobile , mais en outre celle qui anime, pa- 
rallèlement à. cette droite y le centre instantané de rotation, consi- 
déré dans ses positions successives. 



Règle générale du quadrilatère des vitesses. 

H. On sait que la vitesse d'un point admet comme modes 
équivalents de représentation une infinité de systèmes tous .diffé- 
rents les uns des autres et comprenant chacun deux compo- 
santes. 

Lorsqu'on considère en même temps deux de ces systèmes, si 
Ton connaît pour chacun l'une des composantes qui en fait partie 
et la direction de l'autre composante, la vitesse du point est dé- 
terminée. 

Soit ma la composante donnée dans l'un des 
deux systèmes que Ton considère, et an une 
droite menée par le point a suivant la direction 
connue de l'autre composante. Soit en même 
temps, et de la même manière, mb la compo* 
santé donnée dans le second système et bn une 
droite parallèle à Tautre composante. La vitesse 
cherchée est représentée en direction , sens et 
grandeur par la diagonale mn du quadrilatère manb. 

La règle que nous venons de formuler dérive immédiatement 

^ On ne perdra pas de vue que la déduction du n» 12 s'applique plus géné- 
ralement encore au mouvement d*une droite dans un plan. 
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de la règle 3 du n^ â. Nous la désignerons sous le nom de règle 
du quadrilatère» On observera qu'elle est générale et s'applique 
à tous les cas possibles , le quadrilatère manb pouvant être plan 
ou gauche, suivant les circonstances. 

CHAPITRE IV. 

DU MOUVEMENT DANS l'eSPACE. 



Extension des principes applicables au mouvement d'une 
droite et d'un point dans un plan. 

i 5. Reportons-nous aux n**' 6 et 7. Les principes établis pour 
la rotation d'une droite dans un plan permettent d'écrire immé- 
diatement les deux propositions suivantes : 

i^ Lorsqu'une droite ayant un point fixe tourne autour de 
ce point, dans un seul et même plan, les vitesses des autres 
points sont normales à la droite et respectivement proportion- 
nelles aux rayons vecteurs correspondants. 

2* Lorsqu'un plan a deux points fixes et qu'il tourne autour 
de la droite menée par ces points , les vitesses des autres points 
sont normales au plan et respectivement proportionnelles aux 
perpendiculaires abaissées de ces points sur l'axe de rotation. 

Gela posé, voici les conséquences : 

Théorème V. — Lorsqu'une droite ayant un point fixe tourne 
autour de ce point, les vitesses des autres points sont normales à 
la droite, parallèles entre elles et respectivement proportionnelles 
aux rayons vecteurs correspondants. 

Soit OL une droite ayant un point fixe et tournant autour 
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de ce point. Prenons en dehors de la droite OL un second point 
Oxe 0'. 



Fig. ii. 




Soit P un plan assujetti à passer constamment par 
la droite OL et par les deux points 0, 0', supposés 
fixes dans ce plan. 

On voit aisément que la rotation de la droite OL, 
autour du point 0, se compose, en général, de deux 
rotations simtdtanées, la droite OL tournant dans 
le plan P en même temps que ce plan tourne autour 
de la droite 00'. 

Soient m, m' deux points quelconques de la 
droite OL, et mp, m'p' les perpendiculaires abais- 
sées de ces points sur la droite 00'. 

liCS vitesses communiquées aux points m, m'y 
par la rotation de la droite OL dans le plan P, sont 
normales à cette droite et respectivement proportionnelles aux 
rayons vecteurs Om, Om\ (Proposition I.) 

Les vitesses communiquées à ces mêmes points, par la rotation 
du plan P autour de la droite 00', sont normales à ce plan et 
respectivement proportionnelles, d'une part, aux ])erpendiculaircs 
mp, m'p' (proposition 2), d'autre part et conséquemment, aux 
rayons vecteurs Om, Om'. 

Il suit de là que les vitesses fof a/es imprimées simultanément 
aux points m, m' sont, comme leurs composantes, parallèles 
entre elles, perpendiculaires à la droite OL et respectivement pro- 
portionnelles aux rayons vecteurs Om , Om'. 

Corollaire. — L'état de mouvement qui anime la droite OL 
à un instant quelconque déterminé est le même que si cette droite 
tournait autour du point 0, dans le plan * où sont dirigées les 
vitesses totales de ses différents points» 

16. Théorème VL — Les vitesses simultanées des différents 
points d\ine droite étant décomposées suivant la droite et norma- 



* Pour déterminer ce plan , il suffit de connaitre la position de la droite OL 
et la direction de la vitesse qui anime un point quelconque de cette droite. 
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lement à sa directimiy les composantes dirigées suivant la droite 
sont toutes égales et de même sens. 

Pour démontrer ce théorème, il suiGt de reproduire littérale- 
ment les déductions du n** 8. De là résultent les corollaires sui- 
vants : 

i* Lorsqu'un point d'une droite est animé d'une vitesse per- 
pendiculaire à cette droite, la même condition subsiste en même 
temps pour tous les autres points. 

2* Les vitesses simultanées des différents points d'une droite 
sont toutes parallèles à un même plan; le lieu de leurs extré- 
mités est une droite oblique sur la première. 

5** Etant données les vitesses simultanées de deux points d\me 
droite , toutes les autres en résultent. Elles sont parallèles à un 
même plan et aboutissent à une même droite, tous deux déter- 
minés j le plan par les directions des vitesses données , la droite 
par les extrémités de ces mêmes vitesses *. 

4° Lorsque les vitesses simultanées de deux points d'une droite 
sont dirigées dans un seul et même plan , ce plan contient à la 
fois la droite et les vitesses simultanées de tous ses points; 

5° Lorsque deux points d'une droite ont en même temps même 
vitesse y cette vitesse est commune à tous les autres points; 

6® Lorsque deux points d'une droite n'ont pas en même temps 
même vitesse, les vitesses diffèrent en chaque point. 

17. On voit par ce qui précède comment les propositions du 
n^ 8 se généralisent et s'appliquent au mouvement quelconque 
d'une droite dans l'espace. L'énoncé du n** 9 comporte la même 
extension. De là résulte, en général, le théorème suivant : 

Théorèue vil — Si l'on transporte en un même point quel- 
conque les vitesses simultanées des différents points d'une droite, 
ces vitesses ont leurs extrémités sur une seule et même droite 

' Un seul cas échappe à celte règle, celui oii les vitesses des différents 
points de la droite sont toutes situées dans un seul et même plan. Ce cas se 
résout par la construction du n» 8, qui, d'ailleurs , est tout à fait générale. 
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perpendiculaire d la première, A chaque point de celle^i corres- 
pond un point de l'autre et rédproquemenL 

Pour démootrer ce théorème, il suffit de faire observer qu'après 
leur transport en un même point , les vitesses des différents points 
de la droite mobile ont leurs extrémités situées toutes à la fois dans 
trois plans déterminés. Le premier de ces plans est perpendicu- 
laire à la droite mobile (n" 16, théorème VI j; le second et le 
troisième sont respectivement parallèles, l'un aux vitesses consi- 
dérées (n° 16, corollaire 2), Tautrc aux deux droites qui limitent 
ces mêmes vitesses prises dans leur vraie position (n** 16, corol- 
laire 2). 

18. Reprenons la définition déjà donnée pour la ligne courbe 
au n* 5. 

La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite 
mobile ^, le point glissant sur la droite et la droite tournant 
autour du point, tous deux simultanément. 

Cette définition est tout a fait générale. 

De ce que la directrice tourne à chaque instant autour du point 
décrivant, il s'ensuit que les vitesses simultanées de ses diffé- 
rents points sont dirigées toutes à la fois dans un seul et même 
plan. (N* 15, théorème V, corollaire.) Ce plan peut être fixe; il 
peut aussi tourner incessamment autour de la directrice. Dans le 
premier cas, la courbe engendrée est plane; dans le second, elle 
est à double courbure ; on désigne alors sous le nom de plan 
osculateur le plan mobile déterminé, pour chaque position de la 
directrice , par les vitesses simultanées de ses différents points. 

Considérons en particulier le point déeriYant. Il a même état 
de mouvement que si la directrice et le plan osculateur s'arrêtaient 
tous deux dans les positions qu'ils affectent à l'instant considéré. 
On voit d'ailleurs aisément que les vitesses de ses projections sur 
les axes coordonnés sont les projections, ou, ce qui revient au 

^ Considérée par rapport au point décrivant , cette drûte est désignée sons 
le nom de directrice» 
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même, les composantes respectives de sa vitesse suivant ces mêmes 
axes. De là résultent plusieurs règles faciles à établir et dont il 
suffît que nous donnions les énoncés : 

1'* RÈGLE. — Le point m étant animé de trois vitesses actuelles 
et simultanées, représentées en direction, sens et grandeur par 
les portions de droite ma, mb , rac, ta vitesse résultante est repré- 
sentée, en direction, sens et grandeur, par la diagonale mn du 
parallélépipède mabcn construit sur les trois côtés ma, mb, me. 
2"' RÈGLE. — Étant donnée la droite mn, qui représente en 
p. ,M direction , sens et grandeur la vitesse ac- 

tuelle du point m, si, sur cette droite 
prise pour diagonale , on construit un 
parallélépipède quelconque mabcn , la 
vitesse du point m peut être considérée 
comme résultant de trois vitesses simul- 
tanées, représentées en direction , sens et 
grandeur par les côtés ma, mb, me. 
5"' RÈGLE. — Le point m étant animé 
de n vitesses^ actuelles et simultanées, représentées en direction, 

sens et grandeur par les portions de droite ma, ab, bc pq, 

placées bout à bout les unes après les autres, la vitesse résultante 
est représentée en direction, sens et grandeur par la droite mq, 
qui joint l'origine de la première droite à l'extrémité de la der- 
nière *. 

4">" RÈGLE. — Étant donnée la droite mq, gwt représente en di- 
rection, sens et grandeur la vitesse actuelle du point m, si, sur 
cette droite prise pour côté, on construit un polygone quelconque 

mabc pq , /a vitesse du point m peut être considérée comme 

résnUant des vitesses simultanées représentées en direction, sens 
et grandeur par Us eétés sueeessifs ma , ab , bc pq * . 

» Le lecteur est prié de faire la figure qm s*»ppKque en même temps an cas 
delà 3«« règle et à celui de la 4»»«. 
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€HAP1TRE V. 

DU MOUVEMENT DANS l'eSPACE d'uNE DROITE, d'uN PLAN, 

d'un solide. 



Exposé des théorèmes fondamenlaux. 

11). Théorème VIH. — Lorsqu'un solide se meut y si les vitesses 
de trois points non situés en ligne droite sont déterminées, celles 
de tous les autres points le sont en même temps. 

Soient a, b, c trois points non situés en ligne droite et appar- 
tenant à un solide qui se meut. Par hypothèse, on connaît les 
vitesses actuelles et simultanées des trois points a, h, c. 

Soit m un point quelconque du solide pris en dehors du plan 
abc '. Transportons en m la vitesse du point a et, par son 
extrémité , menons un plan perpendiculaire à la droite ma. En 
répétant cette opération d'abord pour la vitesse du point 6 et la 
droite mb, ensuite pour la vitesse du point c et la droite me, nous 
avons deux nouveaux plans respectivement perpendiculaires, l'un 
à la droite mb, l'autre à la droite me. 

Soit n le. point unique ^ commun aux trois plans que nous 

^ Si le point m élail pris dans le plan abCj on obtiendrait directemenl sa 
vitesse en opérant comme dans le cas général et observant que Vextrémité de 
cette vitesse aboutit au plan déterminé par les extrémités des trois autres 
prises dans leur vraie position. Cela résulte évidemment du corollaire 2 du 
théorème VI. 

^ Les intersections du premier plan avec chacun des deux autres sont res- 
pectivement perpendiculaires, Tune au plan amb, Tautre au plan amc. Elles 
ne peuvent être parallèles, puisque, par construction , les deux plans amb y 
amc diffèrent. Il s'ensuit qu'étant situées dans un même plan , elles se cou- 
pent nécessairement eu un point unique. 
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venons de déterminer : la droite uin représenlej en direction, 
sens et grandeur j la vitesse du point ni. 

Il suffit de se reporter au théorème VII , n* 1 7, pour voir coin- 
nicnt s'expliquent et se justifient la construction et la proposition 
qui précèdent. 

Corollaires. — I. Tout mode de déplacement qui communique 
à trois points d'un solide, non situés en ligne droite, leurs vi- 
tesses actuelles et simultanées, remplit en même temps là même 
condition pour tous les autres points. 

2. Si trois points d'un solide , non situés en ligne droite, ont 
en même temps même vitesse, cette vitesse est commune à tous les 
autres points* 

20. Théorème IX. — Lorsqu'un solide se meut et que tous ses 
points n'ont pas en même temps même vitesse, parmi les droites 
qu'on peut considérer comme faisant partie du solide, il en est 
une dont l'état actuel de mouvement se réduit à un simple glisse- 
ment sur elle-même. Cette droite est désignée sous le nom d'kXE 
INSTANTANÉ GLISSANT. Lcs vitesscs simultanécs des différents points 
du solide sont les mêmes que si, glissant avec cet axe, il tournait 
en même temps autour de ce même axe. 

Soit un solide qui se meut et dont tous les points n'ont pas 
même vitesse à l'instant que l'on considère. 

Soient m ^ m'y m" trois points de ce solide, non situés en ligne 
droite; v, v\ v" leurs vitesses respectives, actuelles et simul- 
tanées. 

Transportons en m les trois vitesses t?, v', v" et supposons 
qu'elles y soient représentées, la vitesse v par mn, la vitesse v' 
par mn\ la vitesse v" par mn". Sur le plan déterminé par les 
extrémités n, n, n", projetons orthogonalement le triangle 
mm* m", et désignons par p la projection du point m, par je?' celle 
du point m'y par p" celle du point m". Si nous tirons les droites 
pn, pn' , pn"j il est visible que chacune des trois vitesses mn, 
mn'y mn" peut être considérée comme ayant pour composante 
commune la vitesse mp, la seconde composante étant située dans 

4 
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Fig. iO, 



le plan fm*n'' cl représen- 
tée par pn pour la vitesse 
V , par pn* pour la vitesse 
t?', par />n" pour la vitesse 
v". On sait, d'ailleurs, que 
les droites «»', n' n", «"«, 
sont respectivement per- 
pendiculaires nn' à miu'y 
w V à m'w", n"n à m"wi. 
(Théorème VIL) 

Cela posé , la droite nn' 
est en même temps per- 
pendiculaire aux droites 
mpf m'p% mm'; elle est 
donc perpendiculaire au 
plan mpp'm' et, par consé- 
quent, à la droite pp'. On 
démontrerait de même que 
nn'^ est perpendiculaire à 
p'p" et n"n à p"p. Il suit de là que les perpendiculaires menées 
dans le plan pp'p", en p sur pn, en p' sur p«', en p" sur pn'% 
se coupent toutes trois en un même point o et satisfont aux con- 
ditions suivantes * : 




! /. -::' 



j,n 


= 


pn' 
op' 


= 


p,i" 
op" 


= 


mm' 

pp' 


= 


n'n" 


= 


H"n 


op 


p'p" 


p'p 



Considérons la normale élevée en o sur le plan nn'n", et inia- 



* Cette déduction résulte immédiatement de Tune ou Tautre des considé- 
rations suivantes : 

1» Pris deux à deux et groupés comme il suit, les triangles opp' et pnn' , 
opp" et pnn'\ op'p" et pn^n" ont leurs trois côtés respectivement perpendi- 
culaires et sont, par conséquent, semblables; 

2® Prises deux à deux, les composantes p», pn\ pn'* ont mêmes projec-. 
tions orthogonales, pn et pn' sur pp', pn' et pti" sur p'p", pn" et pn sur p"p. 
On peut donc appliquer ici les résultats établis n« H. 
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giuous que le solide tourne en glissant le long de cette normale. 
Si la vitesse de rotation est égale au rapport ^,, et celle de 
glissement à la composante mp, il est évident que ce double mou- 
vement, pris à son origine, communique aux trois points m ^ m', 
m" leurs vitesses actuelles et simultanées '. Concluons que ce 
même double mouvement communique en même temps à tous les 
points du solide leurs vitesses respectives. (Théorème VIII , corol- 
laire \.) 

On donne à la droite déterminée, comme on vient de le voir 
par la condition de contenir le point o et d'être normale au plan 
nn*n'\ le nom d'axe instantané glissant» A chaque position du 
solide qui se meut correspond une position particulière de l'axe 
instantané. En général, l'une et l'autre changent incessamment. 
Dans tous les cas, les vitesses des dififérents points du solide sont 
k chaque instant les mêmes que si, glissant avec cet axe, il tour- 
nait en même temps autour du même axe ^. 

* Les points m et p , m' et p', m" et p" sont situés deux à deux sur des 
di'oites parallèles à la normale. Dans la rotation avec glissement le long de la 
normale, tous les points situés svf une même parallèle à la normale ont évi* 
demmeut même vitesse. 

* De là résultent les déductions suivantes : 

Considérons une droite assujettie à coïncider toujours avec Taxe instantané 
glissant. Considérons en même temps les traces de cette droite dans le solide 
en mouvement et dans Tespace. Ces traces sont des surfaces réglées. Soit s la 
première et s' la seconde. Il est visible que la surface s' est Tenveloppe des 
positions successives de la surface s. On voit aussi que le mouvement du solide 
est le même que si la surface 8 roulait sur la surface s' en glissant le long de 
rareté de contact. 

Lorsque le solide renferme un point fixe y Taxe instantané passant par ce 
point, les surfaces s, s' sont des cônes ayant le point fixe pour sommet com- 
mun et roulant Tune sur Tautre sans glisser. 

En général, tout mouvement d'un solide se compose d'une translation em- 
pruntée à Tun de ses points et d'une rotation simultanée autour de ce même 
point. Si la rotation subsistait seule, le mouvement se réduirait au roulement 
du cône s sur le cône s'. Pour tenir compte de la translation , il suffit de la 
communiquer à ces deux cônes , sans rien changer d'ailleurs à leur mouve- 
ment relatif. 

Tel est y dirons-nous avec M. Poinsot, et en généralisant l'énoncé que nous 
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Pour avoir la directlou de J'axe iiistaiilaiié, il suftit, eu général, 
de transporter en un même point quelconque a les vitesses ac- 
tuelles et simultanées de trois points m, m'y m" non situés en 
ligne droite. Soient n, «', n" les extrémités respeclives des trois 
vitesses transportées au point a et P le plan qu'elles déterminent. 
La perpendiculaire abaissée du point a sur le plan P fixe la direc- 
tion de l'axe instantané et représente la vitesse de glissement le 
long de cet axe. La vitesse de rotation autour de ce même axe a 
pour mesure le rapport de la droite nn' à la projection sur le 
plan P de la droite correspondante mm\ 

21. La solution précédente est en défaut lorsque deux des trois 
points n n'n" se confondent * ou qu'ils tombent tous les trois sur 
une seule et même droite. 

Observons qu'en ce cas, la droite nn'n'' est nécessairement per- 
pendiculaire au plan 7mn'm'\ Cela résulte évidemment du théo- 
rème VIII. Voici d'ailleurs les conséquences : 

Prenons un quatrième point fi situé en dehors du plan des trois 
premiers. Parmi les quatre points m, m', m'', /u, il en est trois au 
moins dont les vitesses transportées en a n'ont pas leurs extré- 
mités situées sur une seule et même droite ^. Gela suffît pour que 
la solution précédente devienne applicable. 

Poursuivons. Puisque Taxe instantané glissant et le plan mm'm^ 
sont tous deux perpendiculaires à la droite nn'n!'y il s'ensuit qu'ils 
sont parallèles entre eux. Considérons la projection de l'axe instan- 
tané sur le plan mm' m" : elle est parallèle à cet axe, et elle a, 

lui emi)runtons, tel est le plus haut point de clarté où Von puisse pmUer l'idée 
si obscure et si complexe du mouvement dun corps dans Tespace. S'il s'agit 
de l'état actuel du mouvenieutde ce corps à un instant quelconque déterminé , 
il est plus simple de considérer le corps comme une vis tournant dans sou 
écix)u. 

* 11 n'y a pas lieu de considérer le cas où les trois points », n', n" se con- 
fondraient, c'est-à-dire où trois points du solide, non situés en ligne droite, 
auraient même vitesse. On sait qu'en ce cas , cette même vitesse est commune 
à tous les autres points. 

3 S'il en était autrement, il faudrait qu'une seule et même droite fût en 
même temps peii>endiculaire à deux plans non parallèles , ce qui est impos- 
sible. 
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pour chacun de ses points, une seule et même vitesse dirigëc tout 
entière dans le plan mm'm". Il suit de là que si Ton prend les 
vitesses de tous ces points dans leurs vraies positions^ le lieu de 
leurs extrémités est une parallèle à Taxe instantané : or, ce lieu 
est l'intersection du plan mm' m" avec le plan mené par les extré- 
mités des vitesses v, v', v" prises dans leur position véritable. 
Il suftit donc de construire cette intersection pour avoir une paral- 
lèle à Taxe instantané. Le reste s'achève comme précédemment. 

22. TiiéoRÈMR X. — Si Von transporte en tin m^me point quel- 
conque les vitesses simultanées des différents points d'un solide , 
les extrémités de ces vitesses aboutissent toutes à un seul et même 
plan perpendiculaire à l'axe instantané glissant. 

Ce théorème est une conséquence immédiate du théorème IX. 
On peut d'ailleurs rétablir directement et en déduire le théo- 
rème IX en se fondant sur le théorème VII et procédant comme 
nous Favons faitailleui*s. (Voir notre Théorie géométrique des cen- 
tres et axes instantanés de rotation.) 

Composition et décomposition des rotations. 

23. Lorsqu'un solide tourne autour d'un axe, on représente sa 
vitesse de rotation par une portion de l'axe égale en longueur à 
la grandeur de cette même vitesse. On tient compte du sens en 
Gxant sur un point quelconque de Taxe Torigine de la longueur 
prise pour mesure de la vitesse, et portant cette longueur du côté 
où la rotation s'effectue de gauche à droite, pour un observateur 
placé le long de Taxe, les pieds à l'drigine. 

Ces conventions admises, il est aisé de voir que deux rotations 
simultanées , autour de deux axes qui concourent , se composent 
en une rotation unique , de la même manière que si les portions 
de droites qui représentent ces rotations exprimaient des vitesses 
linéaires animant en même temps un seul et même point, le point 
où les axes concourent. 

Il suffît pour cela de considérer, dans le plan des deux axes 
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donnes, trois points non situes en ligne droite et de constater qu'ils 
acquièrent même vitesse , soit par l'effet combiné des deux rota- 
tions composantes , soit par Teffet simple de la rotation résultante. 
On peut d'ailleurs choisir ces trois points, comme on veut, et, par 
exemple, en prendre un sur chaque axe. 

La proposition , établie pour deux rotations dont les axes con- 
courent, s'étend d'elle-même k un nombre quelconque de rotations 
à axes concourants. Il est clair, d'ailleurs, que, si plusieurs rota- 
tions simultanées se composent en une rotation unique, la réci- 
proque subsiste nécessairement comme s'il s'agissait d'un point et 
de la vitesse qui l'anime. 

Concluons que, dans le mouvement d'un solide, les rotations 
à axes concourants se composent et se décomposent d'après les 
mêmes règles que les vitesses dans le mouvement d'un point. 

S4. Deux rotations égales et de sens contraire, autour d'axes 
parallèles, forment ensemble un système désigné par M. Poinsot 
sous le nom de couple de rotation. L'effet qu'elles produisent est 
celui d'une simple translation perpendiculaire au plan des deux 
axes ou du couple. En nommant a la vitesse angulaire, J9 la dis- 
tance des axes, et v la vitesse de translation résultante, on a 

V = p.w. 

On voit aisément qu'une même vitesse, p«*>, est communiquée 
en même temps aux différents point de chacun des deux axes. 
Il s'ensuit que cette même vitesse est commune h tous les points 
du solide. (Théorème VÏII, corollaire 2.) 

L'identité , qui subsiste entre les couples de rotation et les vi- 
tesses de translation résultantes, permet de les substituer les uns 
aux autres et d'appliquer aux couples ce qu'on a démontré pour les 
vitesses, ou réciproquement. 

De là résultent immédiatement les conséquences suivantes : 

i^ 'Un couple de rotation peut être transporté et tourné comme 
on veut y soit dans son plan, soit dans un plan parallèle. On peut 
auf^si chmïfjvr en mcmc temps fa distance des aores et la vitesse 
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angulaire. Si le moment * du couple , sa direction et son sens 
r€8te7it les mêmes , rien ne change dans l'effet produit. 

2** Les couples de rotation se composent entre eux comme se 
composent eritre elles les vitesses résultantes transportées en un 
seul et même point. 

3" Étant donnée une rotation quelconque autour d'un axe A , 
V effet produit ne change points soit qu'elle subsiste seule , soit 
qu'on la compose avec deux rotations égales et de sens contraire 
autour d'tm axe quelconque A'. Supposons l'axe A' parallèle à 
l'axe A f et, de part et d'autre, même grandeur absolue des vitesses 
angulaires. La rotation autour dé l'axe A équivaut d une rotation 
égale et de même sens, s'effectuant autour de l'axe A' et se corn-- 
posant avec le couple de rotation AA'. 

4** Réciproquement toute rotation s'effectuant autour d'un axe 
M, et se composant avec une translation perpendiculaire à cet axe, 
se résout en une rotation simple, identique à la première et s'ef" 
fectuant autour d'un second axe A parallèle au premier. L'axe A 
est situé dans le plan mené par l'axe A' normalement à la vitesse 
de translation. Il est le lieu des points qui, dans la rotation au- 
tour de l'axe A', empruntent d cette rotation une vitesse égale et 
contraire à celle qui résulte de la translation donnée» 

S*' Deux rotations quelconques simultanées *, autour de deux 
axes parallèles, se composent en une rotation unique autour d'un 
axe parallèle aux axes donnés et situé dans leur plan, La vitesse 
résultante est la somme algébrique des vitesses composantes* L'axe 
résultant est le lieu des points qui empruntent aux deux rotations 
composantes des vitesses égales et contraires. 

Pour justifier cette dernière conséquence, il suffit d'observer 
que si l'on transporte autour de l'axe résultant (déterminé comme 

^ On appelle moment d'un cotiple le produit de la distance des axes par la 
vitesse angulaire. La direction d'un couple est celle de sou plan. Le sens est 
déterminé par celui de la vitesse de translation résultante. 

* 11 est entendu que ces deux rotations ne sont i)oint égales et contraires, 
autrement elles formeraient un couple et équivaudraient à une simple trans- 
lation. 
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on vient de le dire) les deux rotations données, les deux couples 
de rotation qu'il faut composer avec elles, pour ne pas changer 
l'effet produit, sont égaux et de signe contraire. 

25. La eonnaissance du mode suivant lequel les rotations se 
composent entre elles et avec les vitesses de translation conduit 
très-simplement à la détermination de Taxe instantané glissant. 

Soient, en effet, m, m', m" trois points d'un solide non situés 
en ligne droite, et v, v\ v" leurs vitesses respectives, actuelles et 
simultanées. 

Concevons une translation rendue commune à ces trois points 
et s'effectuant avec la vitesse v empruntée au point w. Il est vi- 
sible que pour restituer aux deux autres points leur état actuel de 
mouvement, il faut, en général, composer cette translation, 
d'une part, avec une rotation de la droite mm' autour du point m, 
d'autre part, avec yne rotation du point m" autour de la droite 
mm'. La première de ces deux rotations peut être considérée 
comme s'effectuant autour d'une droite passant par le point m, 
et facile à déterminer conformément aux déductions des numéros 
i5 et 16. Il en résulte que les deux rotations à considérer ont 
des axes concourants et se composent en une rotation unique , 
autour d'un axe A' passant par le point m. 

Cela posé, si l'on décompose la translation, rendue commune 
aux trois points m, m*, m" y en deux translations simultanées , 
l'une parallèle à l'axe A' de la rotation résultante, l'autre perpen- 
diculaire à ce même axe, on sait que celle-ci peut se composer avec 
la rotation de manière à ne laisser subsister que cette même rota- 
tion autour d'un axe A parallèle au premier. Il suit de là que tout 
se réduit à une rotation s'effectuant autour de l'axe A et se com- 
posant avec une translation parallèle au même axe. 

L'axe A, ainsi déterminé, est l'axe instantané glissant. U est 
parallèle à la droite mm', lorsque les vitesses v, v' sont les mêmes. 
Il se confond avec cette droite, lorsque les vitesses v, v' sont 
égales , de même sens et dirigées suivant la droite mm'. 

En résumé, m étant un point quelconque du solide et v la vi- 
tesse de ce point, le mouvement du solide se compose : 

1*^ D'une translation égale a v; 
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2® D'une rotation u, autour d'une droite A' passant par le 
point m. 

La droite A' est parallèle à Taxe instantané glissant A. co est la 
rotation autour de Taxe A. 

La vitesse v étant décomposée en deux autres, Tune dirigée 
suivant la droite A', 1 autre perpendiculaire à cette même droite , 
la première composante est la vitesse de glissement le long de 
Taxe A. La deuxième composante est égale au produit de la rota- 
tion a par la distance de l'axe A à la droite A'. 

L'axe A est situé dans le plan mené par la droite A' perpendicu- 
lairement au plan de cette droite et de la vitesse v. 



CHAPITRE VI. 

DES FORMES LES PLUS SFMPLES AUXQUELLES ON PEUT RÉDUIRE 
l'état DE MOUVEMENT d'uNE FIGURE DANS l'eSPACE. 



26. Considérons un système quelconque de points liés entre 
eux d'une manière invariable, et se mouvant, comme on veut, dans 
Tespace. Réduit à sa forme la plus simple Tétat de mouvement de 
ce système consiste, en général, en un glissement dirigé suivant 
une certaine droite et se composant avec une rotation autour de 
cette même droite. Au lieu d'une translation qui se compose avec 
une rotation, on peut avoir deux rotations simultanées à axes 
rectangulaires, quelquefois même une rotation simple. La première 
substitution est toujours possible d'une infinité de manières, la 
seconde l'est quelquefois, mais d'une seule façon. Lorsque les 
points donnés sont tous compris dans un même plan, il y a sou- 
vent avantage à distinguer le mouvement du plan sur lui-même 
du mouvement du plan dans l'espace. On y parvient en ramenant 
rétat de mouvement du plan mobile à deux rotations simultanées, 
l'une autour d'une normale au plan, l'autre autour d'un axe situe 



(58) 

dans ce même plan. Lorsque les points donnés sont tous rangés 
sur une même droite, selon que leurs vitesses sont ou ne sont pas 
perpendiculaires à cette droite, l'état de mouvement de la droite 
mobile ne comporte, en général, qu'une simplication secondaire, 
ou bien il est réductible & une rotation simple autour d'un axe dé- 
terminé. Examinons ces différents cas. 



Du mouvement d'une droite y dont tous les points ont des vitesses 
perpendiculaires à cette droite. 



Ff'g. 17. 



27. Soit D une droite projetée en o sur un plan P perpendicu- 
laire à sa direction. Par hypothèse, les vitesses des 
différents points de la droite D sont perpendicu- 
laires à cette droite S et, par conséquent, paral- 
lèles au plan P. II en résulte que si Ton trans- 
porte en les vitesses de ces différents points, 
leurs extrémités viendront toutes aboutir à une 
même droite BB' située dans le plan P. (Théo- 
rème VII.) Il en résulte aussi que les vitesses 
ainsi transportées seront les projections sur le 
plan P de ces mêmes vitesses considérées dans 
leurs vraies positions. 

On sait que les vitesses des différents points de 
la droite D, lorsqu'on les prend dans leurs vraies 
positions, ont pour lieu de leurs extrémités une droite oblique sur 
la première. (Théorème VI, corollaire 2.) Désignons par ^ cette 
deuxième droite et observons qu'elle est située dans le plan mené 
par BB' perpendiculairement au plan P. 

De là résultent immédiatement les conséquences suivantes : 
Il est un point de la droite D dont la vitesse , représentée par 
la perpendiculaire oa abaissée du point o sur BB', est moindre que 
toutes les autres. 



* Lorsque la vitesse d'un point d'uno droite est perpendiculaire à la direc- 
tion de cette droite, il en est de même des vitesses simultanées de tous les 
autres points. ( Théorème Vï , corollaire \ . ) 
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Ce point, dit point central, est situé sur la plus courte distance 
des droites D, a. 

Soit le point central ainsi déterminé. La droite on, suivant 
laquelle la vitesse du point o se dirige, est dite axe de symétrie. 

Étant donnés deux points pris sur la droite D et équidistants 
du point central , les vitesses de ces points ont même grandeur, 
et elles sont dirigées symétriquement par rapport à la droite oa. 

Vétat de mouvement de la droite D résulte d'une translation, 
suivant Vaxe de symétrie, avec rotation simultanée autour de ce 
même axe. 

Soit on la projection de la vitesse d'un point quelconque m pris 
sur la droite D, à la distance om du point central, les vitesses de 
translation et de rotation de la droite D sont respectivement, 
Tune 

Il =z oa , 
l'autre 

an 
om 

Concluons que , dam le cas particulier où les vitesses des diffé- 
rents points d'une droite êont perpendiculaires à cette droite, 
l'axe instantané glissant peut être choisi de manière qu'il coupe 
la droite mobile et lui soit perpendiculaire. 

On observera qu'en ce cas , l'état de mouvement de la droite 
mobile se trouve ainsi réduit à son expression la plus simple. 

D'une droite qui se meut d'une manière quelconque, 

28. Soit mA une droite mobile; m un point de cette droite; 
mn la vitesse de ce point. 

L'état de mouvement de la droite mA peut être considéré comme 
se composant : 

i<* D'une translation empruntée au point m et représentée par 
la vitesse mn de ce point; 
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S® D'une rotation autour d'un axe mo passant par le point m. 
p. ^g Menons par Je point m un plan P perpendi- 

culaire i la vitesse mn et décomposons la rota- 
tion mo en deux rotations simultanées, Tune 
autour de la droite mA, l'autre autour de Tin- 
tersection du plan P avec le plan oiiiA. 

En ce qui concerne la droite mA et la vi- 
tesse actuelle de ses différents points, on peut 
évidemment faire abstraction de la rotation composante dont Taxe 
est dirigé suivant cette droite. 

Il ne reste donc à considérer que la rotation composante autour 
d'un axe situé dans le plan P et la translation mn. Or cette transla- 
tion équivaut a un couple de rotation situé dans le plan P. On 
voit d'ailleurs aisément que ce couple et la rotation à considérer 
se composent en une rotation simple autour d'ua axe situé dans 
le plan P. 

On déduit de là, comme conséquences générales, les conclu- 
sions suivantes : 

V L'état de mouvement d'um droite quelconque D se réduity 
en général y à une rotation simple autour d'une autre droite D' (*). 

S"* La droite D' est située à la fois dans tous les plans menés 
par les différents points de la droite D perpendiculairement aux 
vitesses de ces points. 

3° La droite D' est complètement déterminée par Vintersection 
de deux quelconques de ces plans. 

Un seul cas échappe à cette solution , celui où les vitesses des 
différents points de la droite D sont perpendiculaires à cette 
droite : c'est le cas traité tout à l'heure n* 27. 

La droite D' est nécessairement unique. On la caractérise en lui 
donnant Je nom d'axe instantané non glissant. M. Chasles la dé- ' 

(*) Le point delà droite D situé sur la plus courte distance des droites D, D', 
prend le nom de point central. Il est caractérisé par la condition d'être, parmi 
tous les points de la droite D, celui dont la vitesse est la plus pelite en gran- 
deur absolue. 
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signe sous ]a déiioiiiiiialioii de droite conjuguée. Voici pourquoi. 
Si la droite D fait partie d'un solide, la droite D', considérée comme 
faisant partie de ce même solide, ne peut avoir d'autre mouvement 
que celui qui se compose du mouvement de la droite D et d'une 
rotation autour de cette droite. Or, puisque le mouvement de la 
droite D se réduit à une rotation simple autour de la droite D', il 
s'ensuit que ce mouvement est sans effet sur la droite D', et con- 
séqucmment que l'état de mouvement de la droite i)' se réduit a 
une rotation simple autour de la droite D. C'est a raison de la 
réciprocité qui s'établit ainsi entre les droites D, D' (chacune étant 
l'axe instantané nmi glissant qui correspond a l'autre ) que 
M. Cliasles leur affecte la désignation commune de droites conju- 
guées. 

Du mouvement' d\in système de points liés entre eux d'une ma- 
nière invariable et situés ou non situés dans un même plan, 

29. Soient »i|, m^, m^ trois points non situés en ligne droite : 
P le plan déterminé par ces points : i?|, r^, Vj leurs vitesses res- 
pectives et simultanées. 

Décomposons chacune des vitesses v^ , r^, v^ en deux autres , 
Tune perpendiculaire au plan P, l'autre située dans ce plan. Soient 
f'i5 ^29 ^'3 ^es premières composantes et v"|, t/'j, v''^ les se- 
condes. 

Parles extrémités des vitesses v'i, v'a, v'3 faisons passer un plan 
Q. En général, les plans P, Q se coupent: soit D leur intersection. 

La droite D, ainsi déterminée, n'est autre que la droite dési- 
gnée par M. Chasles sous le nom de caractéristique du plan P. 
Nous adopterons cette dénomination. 

Soient pi, P2, Pj les perpendiculaires abaissées des points m^, 
m^y m^ sur la ciiractéris tique D. On a évidemment 

Vi l'a' Vz 

pi J»2 Pz 

Désignons par w la valeur commune à ces trois rapports. Il s'en- 
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suit que, pour eominuaiquer à chacun de$ trois points ni^ » m^, m^ 
les vitesses respectives v\, v'^, v\y il suffit d*une rotation qui 
eominence autour de la droite l) avec la vitesse aogulaire w. 

On sait que les vitesses V|, v^, Vj, prises deux à deux, ont 
même composante suivant la droite qui joint leurs points d'appli- 
cation. Cette propriété s'étend d'elle-même et nécessairement aux 
vitesses t?"i , v''^ , v"^. Il en résulte que les perpendiculaires , éle- 
vées dans le plan P sur ces vitesses par les points m^ , tt^ , nt; , 
vont toutes trois se couper en un même point o\ Il en résulte 
aussi que Ton a, en désignant par r^, r^, rg les distances o~m|, 
o'mj, o'mg, 

vr V," V,'' 



soit w' la valeur commune à ces trois rapports. 

Le point o' déterminé, comme il vient d'être dit, a reçu le nom 
de foyer du plan P. Conservons cette dénomination et désignons 
par D' la normale au plan P menée par le point o'. 

Il est visible que, pour communiquera chacun des trois points 
Wi, m^, mj leurs vitesses respectives t?"|, t?"^, v^'^y il suffît d'une 
rotation qui commence autour de la droite D' avec la vitesse an- 
gulaire «?'. 

Concluons que l'état de mouvement des trois points m^, m^, m^ 
peut-être considéré comme résultant de deux rotations simulta-- 
nées y l'une autour de la droite D avec la vitesse Wj l'autre autour 
de la droite D' avec la vitesse w\ 

Concluons, en outre, que, s'il s'agit des autres points du plan 
P, ou d'un système quelconque de points faisant avec les points 
donnés partie d'un même solide, ces deux rotations simultanées 
communiquent en même temps à totM ces points leurs vitesses 
actuelles. 

50. Les points situés sur les droites D, D' n'ont d'autres vitesses 
que celles qui résultent, pour chacune de ces droites, de sa rotation 
autour de l'autre. Il s'ensuit que les droites D, D' forment entre 
elles un système de droites conjuguées rectangulaires. Les dé- 
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ductions et conclusions du n^ !29 impliquent, d'ailleui*s, les consé- 
quences suivantes : 

1** La caractéristique D est le lieu des points dont les vitesses 
sont dirigées dans le plan P. Pour chacun de ces points, sa vitesse 
est à la fois perpendiculaire et proportionnelle au rayon vecteur 
qui va du foyer à ce point. Le lieu des extrémités de ces vitesses 
est l'intersection du plan P avec le plan mené par les extrémités 
des vitesses v,, v^, Vj * . 

2** Le foyer o' est le point du plan P dont la vitesse est normale 
à ce plan. Cette propriété est caractéristique. Supposée commune 
à deux points du plan P, elle s'étend à tous les autres, et le mou- 
ventent se réduit à une rotation simple autour de la droite D. 

3° Soit le pied de la perpendiculaire abaissée du point o' sur 
la caractéristique D; o, o' sont les points centraux des droites 
conjuguées D, D'. D' est la caractéristique du plan P' mené par 
le point o' normalement à la droite ly : o est le foyer de ce plan, 

4" Tout plan passant par la droite D a son foyer sur la 
droite D', et réciproquement, 

S"" Soit va, un point quelconque du solide , \ la vitesse de ce 
point, Qi un plan mené par le point m perpendiculairement à la 
vitesse v, le plan Qi est le lieu des foyers des plans passant par le 
point m. 

La plupart de ces propositions ont été cnoncëes par M. Chasics, 
dans un article des Comptes rendus de l'Académie des sciences, 
année 1845, tome XVI, page 1420. Nous renvoyons à cet article 
et à notre Théorie géométrique des centres et axes instantanés de 
rotation, le lecteur qui voudrait poursuivre ces recherches. 

* On sait que les vitesses des différents points d'un même plan ont, en 
généra] , pour lieu de leurs extrémités , un autre plan non parallèle au premier. 
Gela résulte évidemment du corollaire 2 du théorème VI. 
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CHAPITRE VIL 

DES HOUVEMEISTS ANGULAIRES CONSIDÉRÉS EN EUX-MÊMES 
ET ISOLÉMENT. 



51. L'état de mouvement d'un solide se compose, en général, 
d'une rotation et d'une translation simultanées. 

On peut assujettir à passer par un point quelconque Taxe au- 
tour duquel on suppose que la rotation s'établit. Il n'en résulte 
aucun changement ni dans la direction de cet axe, ni dans la vi- 
tesse angulaire. Une seule chose change avec la position de Taxe, 
c'est la translation composante : elle se détermine par la vitesse 
que possèdent en commun les différents points situés sur Taxe de 
rotation. 

On voit par la que le mouvement angulaire d'un solide, lors- 
qu'on le rapporte à un axe unique, ne comporte jamais, à un 
même instant quelconque, qu'une seule et même détermination. 
La déduction précédente s'applique au cas d'un plan comme au 
cas d'un solide. Lorsqu'il s'agit d'un plan , il est souvent utile de 
distinguer, dans la rotation totale, les deux rotations simultanées 
dont elle se compose et qui correspondent respectivement. Tune 
au mouvement du plan sur lui-même, l'autre au changement que 
la direction du plan subit dans l'espace. Ces deux rotations ont 
respectivement pour axes, la première une normale au plan, la 
deuxième une parallèle a la caractéristique. On peut assigner à 
chacun de ces axes une position quelconque. Par cela seul qu'ils 
conservent tous deux leurs directions respectives, rien ne change 
dans les vitesses angulaires qui leur correspondent. 

Passons au cas d'une droite qui se meut librement dans l'espace 
et dont on considère exclusivement le mouvement angulaire; soit 
B cette droite : prenons un point quelconque 0, supposé fixe, et, 
par ce point, menons une droite B' assujettie à rester parallèle a 
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la droite fi. L'identité qui subsiste entre les inouvemeRts angu- 
„. .^ laires simultanés des droites B, B' permet 

,,--"'"*' de substituer l'un à l'autre et récipro- 
quement; cela posé^ voici les conséquen- 
ces : 
'^^ L'état de mouvement de la droite B' 
consistant en une rotation simple autour 
d'un axe A passant par le point 0, on 
peut, sam rien changer à cet état, établir, en outre, une rotation 
quelconque autour de la droite B'. 

Ces deux rotations, dont Tune est donnée et dont l'autre admet 
indifféremment tous les degrés de grandeur, se composent en une 
rotation simple autour d'un axe A' situé dans le plan des droites 
A et B'. 

La vitesse angulaire autour de Taxe A' varie avec la direction 
de cet axe. Elle est la moindre possible, lorsque l'axe A' est per- 
pendiculaire à la droite fi'. Pour toute autre direction , elle croit 
indéfiniment à mesure que l'angle des droites A', B' devient de 
plus en plus petit K 

L'axe A' étant tracé à partir du point 0, de manière à repré- 
senter la rotation correspondante , le lieu de sm extrémités est 
une droite B" parallèle à B'. 

Concluons que le<mouvement angulaire d'une droite, /or^^i^ 'on 
le rapporte à un axe unique, comporte , à un même instant quel* 
conque y une infinité de déterminations différentes, chaque déter- 
mination distincte correspondant à une direction particulière de 
l'axe' de rotation, et le lieu de ces directions étant un certain plan 
parallèle à la droite. 

32. Théorème XI. — Lorsque deux droites font entre elles un 
angle constant, on peut les considérer comme ayant en même 
temps mêmes rotations autour des mêmes axes. 



* Imaginons que, par Textrémilé de Taxe A, on même une droite B" paral- 
lèle à B^ La vitesse angulaire autour de Taxe A' est la partie de la droite A' 
interceptée entre le point et fa droite B". 
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Soient- A, B les deux droites données. Prenons dans l'espace un 
point quelconque 0, et, par ce point, faisons passer deux droites 
A', B' assujetties à rester constainment parallèles, Tune à la droite 
A, Tautre h la droite B. 

Les droites A', B' formant entre elles un système de figure inva- 
riable, leur état de mouvement consiste, à chaque instant, en une 
même rotation autour d'un seul et même axe, passant par le 
point O. De là résulte évidemment la proposition énoncée pour 
les droites A, B dont le mouvement angulaire ne difière en rien 
de celui des droites A', B'. 

Toutes choses restant les mêmes, supposons qu'au lieu d'être 
constant, l'angle des droites A, B soit incessamment variable. Si 
nous désignons par P le plan des droites A', B', il est visible que le 
mouvement de chacune de ces droites se compose du mouvement 
du plan P, qui leur est commun , et, en outre , d'une rotation dans 
le plan P, autour du point O, cette rotation ayant pour axe la nor- 
maie au plan P et affectant en général une détermination diffé- 
rente pour chacune des droites A', B'. 

L'état de mouvement du plan P résulte, à chaque instant, d'une 
rotation simple autour d'un certain axe passant par le point 0. 
On peut dire aufii qu'il résulte de deux rotations simultanées rec- . 
tangulaires , les axes de ces rotations concourant en et étant di- 
rigés respectivement, l'un suivant la normale, l'autre suivant la 
caractéristique du plan P. 

De là suit évidemment cette première déduction : 

L'état de mouvement des droites A', B' se compose, pour cha^ 
cunej à un même instant quelconque , 

i** D'une même rotation autour de la caractéristique du 
plan P ; 

2** D'une rotation autour de la normale au plan P menée par 
le point , cette rotation affectant en général une détermination 
différente pour chacune des droites A', B'. 

Si l'on observe ensuite que le mouvement angulaire des droites 
A, B, ne diffère en rien de celui des droites A', B', on a, comme 
deuxième déduction, le théorème suivant : 
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Théobèhe XII. — Lorsque deux droites font entre elles un angle 
incessamment variable y si Von désigne par P un plan parallèle 
à ces droites, on peut considérer leurs rotations simultanées 
comm£ se eofnposant, pour chacune, à un même instant quel- 
conque, 

V D'une même rotation autour d'un même axe situé dans le 
planP; 

^ D'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au plan P, 
cette rotation différant, en général, pour' chacune des deux 
droites* 

La combinaison des théorèmes XI et Xli implique , comme con* 
séquence, cette troisième déduction : 

Corollaire. -^ La rotation commune aux droites A, B autour 
d'un axe situé dans le phn P n'est autre chose que la rotation de 
ce plan autour de sa càrOfCtéristique. Elle ne comporte, à un niêfne 
instant quelconque, qu'une seule et même détermination. 

53. Considérons deux droites mobiles A, B et un plan P paral- 
lèle à ces droites. Quelle que soit ; pour chacune des droites A, B, 
sa rotation totale autour d'un axe unique , on peut toujours ^ sub- 
stituer à cette rotation simple deux rotations simultanées, Tune 
autour d'un axe perpendiculaire au plan P, l'autre autour d'un 
axe situé dans ce plan; la première ne comportant qu'une seule 
détermination, la deuxième admettant, au contraire, une infinité 
de déterminations toutes équivalentes en ce qui concerne la droite 
considérée. 

Cela posé on a le théorème suivant : 

Théorème XIII. — Étant donné un plan P parallèle à deux 
droites mobiles A,B et, pour chacune de ces droites, sa rotation 

* Un seul cas fait exception , celui oîi Taxe de la rotation donnée serait 
parallèle au plan P. Cette circonstance ne modifie en rien les déductions 
suivantes. 
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composante autour d'un axe situé dans le plan P, si ton repré- 
sente par oa, ob les rotations données et par an, bn deux parai- 
lèles aux droites A, 6, la rotation de la normale au plan P est 
représentée en direction, sen^ et grandeur par la diagonale on du 
quadrilatcTe oaub. 

Construction. — Soit o un point du plan P; o», 06 deux axes 

situés dans ce plan et représentant les rotations 
Fia. W. , . „ , j . A 

composantes données , 1 une oa pour la droite A , 

lautre 06 pour la droite B. Par les points a et 6 

menons les droites an, 6n, respectivement parai- 

Icles, la première à la droite A, la seconde à la 

droite B : n éteint le point de rencontre des droites 

an, 6n, la droite on représente en direction, sens 

et grandeur la rotation de la normale au plan P. 

Démonstration. — On sait que le système des droites A, B 
admet une même rotation composante autour d'un même axe 
situé dansle plan P. (Théorème XII.) Cette rotation est évidem- 
ment représentée par on. Cela résulte de ce que la rotation on 
équivaut, pour la droite A, à la rotation oa; pour la droite B, à 
la rotation 06 *. Il est clair, d'ailleurs, que, quelle que soit pour 
chacune des droites A, B sa rotation composante autour de la 
normale au plan P, ces rotations peuvent être considérées comme 
nulles, sans qu'il s'ensuive aucune modification dans le mouve- 
ment angulaire de cette môme normale. La construction qui pré- 
cède est ainsi justifiée. 

^ Les rotations représentées i*especti veinent ])ar les i)ortions de droite oay 
an ont pour résultante la rotation on. En se composant avec la rotation oa , 
la rotation an ne change en rien le mouvement angulaire de la droite A. La 
même observation s'applique en <îe qui concerne, par rapport à la droite B, 
la rotation bn. De là se déduit évidemment la conséquence énoncée plus haut. 
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CHAPITRE VIII. 

RÉSUMÉ GÉNÉRAL ET SIMPLIFICATIONS. 

34. En développant, comme nous l'avons fait, les principes 
exposés ci-dessus , nous avons voulu prévenir toute objection et 
nous rapprocher autant que possible des errements ordinaires. 
Nous allons montrer maintenant comment la marche à suivre 
peut être simplifiée sans que les déductions cessent d'être pure- 
ment géométriques et tout à fait rigoureuses. 

Du mouvement d'un point. 

Commençons par le mouvement d'un point. Nous dirons sim- 
plement ce qui suit: 

Soit m le lieu actuel d'un point mobile fi. 

Lorsque le point fi sort du lieu m, c'est directement, c'est-à-dire 
suivant une certaine direction; c'est^ en outre, avec un certain 
degré de rapidité : cette direction, ce degré de rapidité détermi- 
nent Vétat de mouvement j autrement dit la vitesse du point /jl au 
sortir du lieu m. 

Le point /x se mouvant, deux cas sont possibles, selon que la 
direction aflFectée par ce point à l'origine de chacun de ses déplace- 
ments successifs reste constamment la même, ou qu'au contraire, 
«lie est incessamment variable. Dans le premier cas, et aussi 
longtemps que la direction ne change point, la trajectoire décrite 
est rectiligne ; dans le second cas, et aussi longtemps que la direc- 
tion ne cesse pas de varier, la trajectoire décrite est curviligne. 

Réciproquement, selon que la ligne à décrire par un point 
mobile est droite ou courbe, la direction du point décrivant est 
constante ou bien incessamment variable. 

De là résulte la définition suivante : 

La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite 
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mobile, le point glissant sur la droite, et la droite tournant au- 
tour du point , tous deux incessamment. 

On peut aussi poser à priori cette même définition. Dans tous 
les cas, U est visible que la vitesse du point décrivant est dirigée 
suivant la droite mobile : c'est pour ce motif que nous donnons à 
cette droite le nom de directrice*. 

Le point qui décrit une courbe étant considéré comme glis- 
sant sur la directrice, tandis que la directrice tourne autour de 
ce point, on démontre aisément qu'aucun segment de droite par*- 
tant du point mobile ne peut rester compris entre la courbe et la 
directrice. Il suit de là que, pour chaque position du point décri- 
vant, la directrice se confond avec la tangente à la courbe, c'est- 
à-dire avec la droite qui se rapproche le plus de la courbe dans le 
voisinage de ce point. » 

Ces premières notions se aésument comme il suit : 

La vitesse d'un point est Vétat de mouvement qui anime ce 
point au sortir du lieu quHl occupe. 

< Au lien de procéder par roie de synthèse, on pourrait suivre la voie ana- 
lytique et arriver, par induction t au même résultat. Selon nous, le premier 
procédé est ici de beaucoup préférable. Quoi quMl en soit, nous allons ind»* 
quer le second. 

Une courbe quelconque étant donnée, inscrivons dans cette courbe un pre- 
mier polygone, puis un second dont les côtés plus petits soient en nombre 
double , et ainsi de suite indéfiniment. 

En général, on ne fait point difficulté d'admettre que le polygone inscrit, 
dont les côtés croissent en nombre et décroissent en longueur d'une manière 
indéfinie, a pour limite la courbe circonscrite. 

Cela posé, considérons un point m, animé d'une vitesse constante, et assu- 
jetti à décrire le contour polygonal inscrit dans la courbe donnée. Imaginons 
d'ailleurs qu'une même droite D , coïncidant d'abord avec le côté du polygone 
que le point m est en train de décrire, tourne brusquement, pour s'appliquer 
sur le côté suivant, à l'instant précis où le point m atteint le sommet corres*- 
pondant à ces deux côtés et ainsi de suite indéfiniment. 

Il est visible que, pendant la description du polygone inscrit, le point m se 
meut uniformément sur la droite D , et que celle-ci reste immobile ou tourne 
brusquement autour du point m . selon que ce point décrîl un même côlé du 
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Il y a deux choses à distinguer dans la vitesse d'un point : 
l'une est la direction y l'autre la grandeur. 

La direction est celle de la tangente à la trajectoire du point. 
Elle comporte deux sens opposés l'un à l'autre. 

La grandeur est le degré de rapidité avec lequel le point sort du 
lieu qu'il occupe. 

Du mouvement de plusieurs points. 

35. Passons au mouvement simultané de plusieurs points. 

Étant donnés plusieurs points qui se meuvent simultanément, 
considérons les vitesses respectives de ces points & un même in- 
stant quelconque déterminé, et supposons qu'à partir de cet instant, 
chacune de ces vitesses demeure invariable. Dans cette hypothèse, 
chaque vitesse est assjijettie à rester ce qu'elle est, c'estrà-dire à 
conserver la grandeur et la direction qu'elle affecte à Tinstant 
dont il s'agit. La conséquence est qu'à partir de ce même instant, 
le mouvement de chacun des points donnés devient et demeure 
uniforme* 

polygone ou qu'au contraire, il passe d'un côté au côté suivant, la position 
quMl occupe étant celle du sommet compris entre ces deux côtés. 

Sans rien changer au mouvement du point m sur la droite D, imaginons 
que roû se rapproche indéfiniment de la courbe en augmentant de plus en 
plus le nombre des côtés du polygone inscrit. Les sommets de ce polygone 
devenant plus nombreux et se rapprochant indéfiniment les ans des autres, 
les rotations successives de la droite D autour du point m se succèdent avec 
une rapidité constamment croissante , et en ne laissant subsister entre elles 
que des intervalles de plus en plus petits. 

Partant de là, on peut conclure, par voie dHnditction, que la substitution 
de la courbe au polygone inscrit n'a d'autre eflfet que de substituer aux rota- 
tions intermittentes et brusques de la droite D autour du point m une rota- 
tion incessante et, par conséquent, continue. 

De là aussi résultent toutes les conséquences relatives au mouvement d'un 
point sur une courbe. Pour les déduire, il suffît d'observer ce qui se passe sur 
le polygone inscrit et de considérer comme s'appliquant à la courbe les pro- 
priétés qui subsistent toujours les mêmes, indépendamment du nombre des 
côtés du polygone inscrit, ou qui tendent de plus en plus à s'établir sur ce 
polygone , à mesure que le nombre de ses côtés croît indéfiniment. 
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On démontre aisément que, dans le cas où plusieurs points se 
meuvent avec uniformité, les longueurs que ces points décrivent 
simultanément conservent entre elles des rapports invariables. 
Entend-on d'ailleurs par vitesse double, triple, quadruple, etc., la 
vitesse qui résulte pour un même point de plusieurs vitesses 
simultanées, toutes égales et prises au nombre de deux, trois, 
quatre, etc.? on parvient immédiatement aux déductions sui- 
vantes : 

i'' Lorsque plusieurs vitesses simultanées animent un même 
point suivant une même direction, la vitesse résultante est la 
somme algébrique des vitesses composantes. 

2° Dans la comparaison de plusieurs vitesses y chaque vitesse 
peut être exprimée par une longueur. 

3® Les vitesses que l'on compare animant certaints points, les 
longueurs qui les expriment sont les portions de droite que ces 
points décriraient simidtanément, si chaque vitesse demeurait 
constante en grandeur ainsi qu^en direction, 

¥ En général , on est libre de fixer comme on veut la por- 
tion de droite prisé pour mesure de l'une des vitesses qui ébnt à 
comparer. Les autres s'en déduisent. 

56. £n appliqus^nt les considérations qui précèdent au mouve- 
ment simultané de deux points, dont l'un, représenté par ^, dé- 
crit une ligne S, et dont l'autre, désigné par p, est la projection 
du point fi sur un des axes coordonnés , on peut observer que le 
mouvement du premier point détermine celui du second et réci- 
proquement. Il est visible d'ailleurs qu'à tout mouvement déter- 
miné d'un point correspond, à cbaquc instant, pour ce point, 
une vitesse également déterminée. 

Ces simples remarques ont pour conséquences immédiates les 
énoncés suivants : 

i** Lorsqu'à partir d'un instant quelconque déterminé, on 
assujettit le point /a à conserver la direction et la grandeur de sa 
vitesse actuelle, rien n'est changé par là dans la vitesse que le 
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point p affecte à ce mèine instant. La seule modification cmisiste 
en ce que les mouvements simultanés du point f£ et de sa projec- 
tion p deviennent uniformes, * 

2** Les vitesses simultanées des points p et /tt sont telles qu'à 
chaque instant, l'une est la projection de l'autre. 

De ]à résultent ensuite toutes les règles relatives à la composi- 
tion et à la décomposition des vitesses d'un point. Pour établir ces 
règles, comme déduction directe des énoncés précédents, il suffit 
de faire observer que si le mouvement d'un point détermine les 
mouvements simultanés des projections de ce point et réciproque- 
ment ^ de même aussi la vitesse d'un point détermine les vitesses 
simultanées des projections de ce point et réciproquement. 

£n résumé , on peut formuler comme il suit la règle générale 
qui implique toutes les autres : 

Règle générale. — Le poiiit m étant animé de n vitesses ac- 
tuelles et simultanées y représentées respectivement en direction y 
sens et grandeur par n portions de droites , placées bout à bout 
les unes après les autres , la vitesse résultante est représentée en 
dii-ection, se^is et grandeur par la droite qui joint l'origine de la 
première composante à l'extrémité de la dernière. 

Cette règle admet évidemment la réciproque. On en déduit 
d'ailleurs celle que nous avons désignée sous le nom de règle du 
quadrilatère des vitesses et dont voici l'énoncé : 

Soit V la vitesse actuelle d'un point m. 

La vitesse v étant décomposable en une infinité de systèmes dis- 
tincts, qui comprennent chacun deux cmnposantes, on suppose 
connues , pour deux de ce^ systèmes, Vune des composantes et la 
direction de l'autre. 

Cela posé, si, pour chacun de ces systèmes, on trace, d partir 
du point m, la composante conmie, et que, par son extrétnité, 
on mène une parallèle à l'autre composante , les deux parallèles 
se coupent en un point n^et la droite mn représente en direction, 
sens et grandeur la vitesse v du point m. 
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La règle que nous venons de formuler s'étend d'elle-inéme au 
cas ou les deux systèmes considérés comprendraient un nombre 
quelconque de composantes qui écriaient toutes connues , à Vex- 
ception d'une seule, celle-ci d'ailleurs étant déterminée, soit en 
grandeur, soit en direction. 

Du mouvement d'une droite. 

57. Étant donnés deux points d'une droite, cette droite est com- 
plètement déterminée. De là résultent les principes suivants : 

1® Lorsque les mouvements simultanés des différents pointsr 
d'une droite sont déterminés pour deux points de cette droite , 
ils le sont en même temps pour tous les autres points. 

2*» Lorsque les vitesses simultanées des différents points d'une 
droite sont déterminées pour deux points de cette droite, elles le 
sont en même temps pour tous les autres points. 

3** Tout mode de déplacement, qui communique à deux points 
d'une droite leurs vitesses actuelles et simultanées remplit en 
même temps cette même condition par rapport à tous les autres 
points. 

. Soient o et m deux points pris comme on veut sur une droite 
mobile D. 

Supposons , en premier lieu , que le point o soit fixe. Dans cette 
hypothèse, la droite D tourne autour du point o , et la vitesse du 
point m est dirigée perpendiculairement à la droite D. 

Désignons par v la vitesse du point m à un instant quelconque, 
et par P le pian que la droite D et la direction de la vitesse v 
déterminent à ce même instant. 

£n tournant autour du point o dans le plan P, la droite D n'im* 
prime aucune vitesse au point o. Elle peut néanmoins communi- 
quer au point m sa vitesse actuelle v. La conséquence est que les 
vitesses actuelles et simultanées des différents points de la droite 
D sont les mêmes que si la rotation s'effectuait uniformément 
dans le plan P, Concluons que ces vitesses Ont toutes une seule et 
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Méaffi DiaECTioif pey^endtWai re à la droite mobile. Concluons, en 
outre, qu'elles sont respectivement proportionnelles aux distances 
comprises entre les points qu'elles animent et le centre commun 
de rotation. 

Soit r la distance du point m au point o. Quel que soit le point 
m j le rapport ^ n'affecte jamais, à un même instant quelconque, 
qu'une seule et même valeur. 

L'état de mouvement d'une droite qui sort du lieu qu'elle 
occupe, en tournant autour d'un de ses points, est dit vitesse 
angulaire ou vitesse de rotation. Cette vitesse peut être constante 
ou bien incessamment variable. Dans tous les cas , elle est déter- 
minée à chaque Instant, d'une part et en direction, par le plan P, 
d'autre part et en grandeur, par le rapport^. En la désignant 
par «?, on a généralement 

t; 
r 

S'agit-il d'une droite qui se meut dans l'espace d'une manière 
quelconque et dont la direction change incessamment? elle a, de 
même et à chaque instant, une vitesse angulaire complètement 
déterminée. Cette vitesse est celle d'une droite quelconque , assu- 
jettie à passer par im point fixe el à tourner autour de ce point en 
restant parallèle à la droite donnée. 

Supposons, en second lieu, que la droite D soit libre dans 
l'espace. 

Prenons le point o, et, par une translation qui communique à 
tous les autres points la vitesse du point Oy assujettissons celui-ci 
à décrire sa propre trajectoire. L'effet de cette translation, si elle 
subsistait seule, serait de ne rien changer au mouvement du point 
, et, en même temps, de maintenir constante, pour chaque posi« 
tion de la droite D, sa direction première. Il suit de là que, pour 
restituer à la droite mobile son mouvement effectif, il suffit d'une 
rotation qui se compose avec la translation empruntée au point 
et qui s'accomplisse autour de ce point comme s'il était fixe. 

Considérons d'abord la translation empruntée au point o. Les 
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vitesses qui en résultent sont partout les mêmes à un même 
instant quelconque. Elles ont donc , en chaque point, mêmes com- 
posantes, Tune normale à la droite mobile, Tautre dirigée suivant 
cette même droite. 

Considérons ensuite la rotation autour du point o, supposé fixe 
dans la position qull occupe à l'instant considéré. Les vitesses 
qu'elle imprime sont partout normales à la droite D, parallèles 
entre elles et respectivement proportionnelles aux rayons vec- 
teurs correspondants. 
En résumé, soit om la droite D, oo' la vitesse actuelle du point 
0, o'm' et mm' deux segments respective- 
ment égaux et parallèles, Tun à om, Fautre 
à oo*\ La vitesse du point m est la résultante 
de deux vitesses simultanées, représentées, 
l'une par mm'^ l'autre par mW, le seg- 
ment m'm" étant perpendiculaire à la droite 
oW et aboutissant en m" à une droite dé- 
terminée o'm" *. 

De là dérivent immédiatement les déduc- 
tions suivantes : 

V Les vitesses simultanées des différents 
points d'une droite étant décomposées sui- 
vant la droite et perpendiculairement à sa 
direction, les cmnposantes dirigées suivant la droite sont toutes 
égales et de même sens, 

2® Lorsqu'un point d'une droite a sa vitesse dirigée perpendi- 

culairement à ladroite , il en est de même de tous les autres points. 

3" Les vitesses simultanées des différents points d'une droite 

sont toutes parallèles à un même plan. Le lieu de leurs extrémités 

est une droite oblique sur la première *. 

* Soit n un point quelconque de la droite om. Si Ton prend o'n' s= on, et 
que par le point n' on mène la droite n'n" parallèle à mW et limitée en n" 
à la droite oW, le segment nn" représente en direction , sens et grandeur, la 
vitesse actuelle du point n. 

« Le plan, auquel les vitesses simultanées des différents points d'une droite 
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4" Si l'on transporte en un mém^ point les vitesses similtafiées 
des différents points d'une droite ^ ces vitesses ont leurs extré- 
mités sur une seule et même droite perpendiculaire à la pre- 
mière *. 

5"* Lorsqu'un point d'une droite a sa vitesse dirigée tout en- 
tière suivant la droite y les vitesses des autres points sont toutes 
situées dans un seul et même plan, 

6*^ Lorsqu'un point d'une droite a une vitesse nulle, les vitesses 
des autres points sont parallèles entre elles, perpendiculaires à 
la droite et respectivement proportionnelles aux distances com- 
prises entre les points qu'elles a^iiment et celui dont la vitesse est 
nulle. 

Du mouvement d'un plan sur lui-nnème et d'une droite 
dans un plan, 

58. Étant donnés deux points d'un plan mobile sur luî-mémc, 
la position de tous les points du plan est déterminée 2. De là ré- 
sultent les principes suivants : 

1" Lorsque les mouveme^Hs simultanés des différents points 
d'un plan mobile sur lui-^néme sont déterminés pour deux points 
de ce plan y ils le sont en même temps pour tous les autres points, 

â"" Lorsque les vitesses simultanées des différents points d'un 
plan mobile sur lui-même sont déterminées pour deux points de 
ce plan , elles le sont en même temps pour tous les autres points» 

Z"* Tout mode de déplacement qui communique à deux points 

sont toutes parallèles, est déterminé par deux quelconques de ces vitesses. La 
figure (21) montre que ce plan est dirigé parallèlement aux droites mm\ m'm". 
Elle montre en même temps que les vitesses mm'^y nn'\ etc., ont leurs extré- 
mités situées sur la droite o'm". 

* Si Ton mène par le point o' une droite (/s parallèle à m'm" et qu^on 
transporte en o les vitesses mm'\ nn'\ etc., il est visible qu'après ce trans- 
port, les extrémités m", n", etc., viennent se ranger en m'", n'", etc., sur la 
droite o'«, les droites m"m"\ n"n'" étant toutes parallèles à la droite om, 

* Dès qu'on se donne une ix)sition du plan mobile et qu'il y a continuité 
dans les déplacements successifs, la détermination est et reste complète. 
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d'ïAi plan niobile sur lui-même leurs vitesses actuelles et sitnul- 
tanéeSy remplit en même temps cette thème condition par rapport 
à tous les autres points. 

Cela posé^ on a d'abord ce premier corollaire : 

4° Si deux points d'un plan qui se meut sur lui-même ont en 
même temps même vitesse y cette vitesse est commune à tous les 
autres points. Les vitesses simultanées des différents points sont 
donc toutes les mêmes ou toutes différentes. 

Il est ensuite très-facile d'établir, ainsi qu'on l'a fait aux nu* 
méros (ii, 12 et 15), les propositions suivantes ^ qui s'appliquent 
également au mouvement d'un plan sur lui-m^me et à celui d'une 
droite dans uii plan : 

5° Lorsqu'un plan se meut sur lui-même et que tous ses points 
n'ont pas en même temps même vitesse ^ il est un point du plan 
dont la vitesse est nulle. On désigne ce point sous le nom de cen- 
tre INSTANTANÉ DE ROTATION. Les vitcsscs simultanécs des autres 
points sont les mêmes que si le plan tournait autour de ce centre 
considéré comme fixe. 

6" m, m' étant deux points d'un plan qui se meut sur lui- 
même, et mn, m'n' les segments de droite qui représentent en 
direction, sens et grandeur, les vitesses actuelles des points m, m', 
deux cas sont possibles selon qu^ les segments- mn , m'n' sont ou 
non parallèles. Dans le premier cas, les segments mn, m'n' sont 
perpendiculaires à la droite mm', et le centre instantané de rota- 
tion se trouve à la rencontre de cette droite avec la droite nn'. 
Dans le second cas, le centre instantané de rotation est déterminé 
par IHntersection de deux droites élevées perpendiculairement, 
l'une en m sur mn , l'autre en m' sur m'n'. 

7* L'état de mouvement d'un plan qui se meut sur lui-même 
et dont tous les points n'ont pas même vitesse peut être considéré 
soit comme se réduisant à une rotation simple autour du centre 
instantané, soit comme résultant de cette même rotation trans- 
portée autour d'un point quelconque du plan mobile et composée 
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avec une Iranslation précisément égale à la vitesse de ce point. 
8* Lorsqu'une droite se meut dans un plan, son mouvement 
se compose d'un glissement sur elle -même y et d'une rotation 
autour d'un point choisi, comme on veut, sur la perpendiculaire 
abaissée du centre instantané de rotation. Quel que soit ce point, 
la vitesse angulaire reste toujours la même. La vitesse de glisse^ 
ment est la vitesse effective du point substitué comme centre au 
centre instantané de rotation. 

Du mouvement dans l'espace d'un plan et d'un solide. 

39. Étant donnés trois points d'un solide, non situés en ligne 
droite 9 les points de ce solide sont tous déterminés. De là résul- 
tent les principes suivants : 

i** Lorsque les mouvements simultanés des différents points 
d'un solide sont déterminés pour trois points de ce solide non 
situés en ligtie droite, ils le sont en même temps pour tous les 
autres points. 

^ Lorsque les vitesses simultanées des différents points d'un 
solide sont déterminées pour trois points de ce solide non situés 
en ligne droite, elles le sont en même temps pour tous tes autres 
points. 

3*» Tout mode de déplacement qui- comifiunique à trois points 
d'un solide non situés en ligfie droite leurs vitesses actuelles et 
simultanées remplit en même temps cette même condition par 
rapport à tous les autres points. 

k^ Lorsque trois points d'un solide ont en inéme temps même 
vitesse, cette vitesse est commune à tous les autres points. 

Soit un point quelconque pris sur un solide qui se meut, ou 

lié h ce solide d'une manière invariable. 

Supposons, en premier lieu, que le point o soit fixe : 

m étant un point pris sur le solide en dehors du point o et i; la 

vitesse de ce point» deux cas sont possibles selon que la vitesse t; 

est ou n'est pas nulle. 
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Dans le premier cas, la vitesse v étant nulle, prenons un point 
quelconque n situé en dehors de la droite om, et tirons les deux 
droites on, mn. Ces deux droites ayant cbacune un point dont la 
vitesse est nulle {*), il s'ensuit que la vitesse du point n est perpen- 
diculaire au plan omn , et qu'une rotation commençant autour de 
la droite om peut communiquer aux trois points o, m, n leurs 
vitesses actuelles et simultanées. Concluons que cette rotation 
remplit en même temps cette même condition par rapport à tous 
les autres points K 

Dans le second cas, la vitesse v est perpendiculaire à la droite 
om (*), et si Ton désigne par P le plan mené par la droite om per- 
pendiculairement à la vitesse v, on peut considérer ce plan comme 
lie au solide, ou, ce qui revient au même, comme en faisant 
partie. Cela posé, soit m' un point quelconque pris dans le plan P, 
en dehors de la droite om, et v' la vitesse de ce point. La vitesse 
v' est perpendiculaire à la droite om' (*). D'un autre côté, puisque 
la vitesse v, dirigée suivant la normale au plan P, est perpendi- 
culaire à la droite mm' située dans ce plan, il s'ensuit que la vi- 
tesse v' est aussi perpendiculaire à la droite mm' ^. Concluons que 
la vitesse v' est comme la vitesse v perpendiculaire au plan P. La 
conséquence est que les vitesses des différents points de la droite 
om' sont toutes perpendiculaires au plan P, et qu'il existe néces- 
sairement sur cette droite un point n dont la vitesse ne diffère en 
rien de celle du point m {*), 

Par le point o menons une droite D parallèle à la droite mn. 
11 est visible que, pour communiquer aux trois points o, m, n 

{') Lorsqu'un point d'une droite a une vitesse nulle, les vitesses des auti'es 
[>oints sont parallèles entre elles , perpendiculaires à la droite et respective- 
ment proportionnelles aux distances comprises entre les points qu'elles ani- 
ment et celui dont la vitesse est nulle. ( N<* 37. Déduction O».) 

^ Les points o et m ayant des vitesses nulles, la même condition subsiste 
pour tous les points de la droite om. Partant de là , on pourrait en déduire 
inunédiatement que Tétat de mouvement du solide considéré se réduit à une 
rotation autour de la droite om. 

3 Lorsqu'un point d'une droite a sa vitesse dirigée perpendiculairement 
à cette droite, il en est de même de tous les autres points. (N® 37. Déduc- 
tion 2o.) 
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leurs vitesses actuelles et simultanées, il suffit d une rotation qui 
commence autour de la droite D avec une vitesse angulaire égale 
au rapport de la vitesse t? à la distance comprise entre le point o 
et la droite m«. De là et de ce qui précède résulte la déduction 
suivante : 

5° Lorsqu'un solide tourne autour d'un point fixe y parmi les 
droites passant par ce point y il en est une dont l'état actuel de 
mouvement se réduit à zéro. Cette droite est désignée sous le nom 
d'kXE INSTANTANÉ DE ROTATION. Lcs vitcsscs simultanécs des diffé- 
rents points du solide sont les mêmes que s'il tournait autour de 
cet axe , considéré comme fixe. 

Supposons, en second lieu, que le point o participe au mouve- 
ment du solide, et désignons par u sa vitesse actuelle. 

Si nous communiquons à tous les points du solide la vitesse u 
du point O; il est visible que l'état de mouvement de ce solide 
peut être considéré comme se composant d'une translation re- 
présentée par la vitesse u et d'une rotation établie autour du point 
0, comme si ce point était fixe. 

Soit D la droite suivant laquelle Vaxe instantané de rotation 
serait dirigé, si la rotation établie autour du point o subsistait 
seule. La vitesse u du point o peut se décomposer en deux autres , 
Fune u' dirigée suivant la droite D, l'autre u'' perpendiculaire à 
cette même droite. Il suit de là que l'état de mouvement du solide 
se compose comme il suit : 

Une rotation autour de la droite D; 

Un glissement u' suivant la droite D; 

Une translation w" perpendiculaire à la droite D. 

Considérons une droite D' parallèle à la droite D, liée au solide 
et telle que la vitesse communiquée à ses différents points par la 
rotation établie autour de la droite D soit précisément égale et de 
sens contraire à la vitesse u". Il est visible que la droite D' existe né- 
cessairement, qu'elle est unique * et que son état de mouvement 

^ La droite D' est située dans le plan mené par la droite D perpendiculai- 
rement à la direction de la vitesse u". La dislance de la droite D' à la droite D 

6 
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consiste tout entier en un glissement sur elle-même, ce glissement 
ayant lieu avec la vitesse ti'. On voit de même qu'en transportant, 
autour de la droite D', la rotation établie autour de la droite D, 
on communique aux différents points de celle-ci la vitesse u". La 
conséquence évidente est que Tétat de mouvement du solide se 
compose d'une rotation autour de la droite D' et d'un glissement 
u' suivant cette même droite. De I& résulte la déduction suivante^ 
déjà formulée n" 20 : 

6*^ Lorsqu'un solide se meut et que tous ses points n'ont pas 
en même temps même vitesse , parmi les droites qu^on peut con- 
sidérer comme faisant partie de ce êolide, il en est une dont Vétat 
actuel de mouvement se réduit à un simple glissement sur elle- 
même. Cette droite est désignée sous le nom d'kx^ instantané 
GLISSANT. Les vitesses simultanées des différents points du solide 
sont les mêmes que s'il glissait avec cet axe et qu'en même temps 
il tournât autour de ce même axe. 

Des mouvements angulaires considérés en eux-mêmes 
et isolément. 

id. Nous avons vu (n^ 33, 24, 35) comment les rotations d'un 
solide autour d'axes quelconques s'expriment par des segments de 
droites parallèles à ces axes ; comment aussi elles se composent 
et se décomposent suivant les mêmes lois que les vitesses d'un 
point représentées par ces mêmes segments. Partant de là, on peut 
établir directement et sans la .moindre difficulté toutes les propo- 
sitions développées dans les numéros suivants. Bornons-nous à 
reproduire sous une autre forme quelques-unes de ces proposi- 
tions, et considérons, en particulier, les mouvements angulaires, 
abstraction faite des translations qui se composent aveo eux sana 
les modifier. 

e$t le quotient de la vitesse u" par la vitesse angulaire de la rotation établie 
autour de la droite D. Deux positions correspondent pour la droite D' aux 
indications qui précèdent : celle qu'il faut choisir est déterminée p^ le sens 
de la rotation. 
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S'agit-il d'un système quelconque de points liés entre eux d'une 
manière invariable? Toute rotation de ce système autour d'un 
axe quelconque peut être transportée autour d'un autre axe, pa^ 
rallèle au premier , et choisi comme on veut. Si , pour effectuer 
ce transport, sans changer l'état de mouvement du système, il faut 
introduire une certaine translation, cette translation ne change 
rien au mouvement angulaire , et Pon peut en faire abstraction , 
lorsqu'on considère exclusivement celui-ci. 

S'agit-il d'un plan ? Dans le cas le plus général , Fétat de mou- 
vement de ce plan se ré^duit à une rotation simple autour de 
l'axe instantané glissant. Cette rotation est décomposable en deux 
autres, Tune autour d'^n axe situé dans le plan mobile, Tautre 
autour d'un axe perpendiculaire à ce même plan. Le glissement 
qui a lieu suivant l'axe instantané peut se décomposer de la 
ipéme manière. Il s'ensuit que si l'on combine chacune des deux 
rotations composantes avec celle des deux composantes dç la vi* 
tesse de glissement qui lui est perpendiculaire, on a pour résul- 
tantes uniques deux rotations simultanées, généralement non con- 
courantes et respectivement établies, l'une autour d'un axe situé 
dans le plan mobile, l'autre autour d'un axe perpendiculaine à œ 
même plan* Le premier de ces deux axes n'est autre que It droite 
désignée {of* 29) sous le nom de caractéristique; le second déter*» 
mine par sa rencontre avec le plan mobile le point appelé foyer ^ 

^ On peut, sans rien changer aux positions successives d*im plan qw ae 
meut dans Fespace, supprimer tout mouvement de ce plan sur lui-même. Cela 
posé, il est aisé de voir que la considération de la caractéristique et du foyer 
conduit directement aux déductions suivantes : . 

Tout mouvement d'un plan dans l'espace consiste généralement en une rota- 
tion autour d'une droite mobile, dite caractériêHque, 

La caractéristique se meut dans le plan, et le plan tourne autour de fo carac- 
téristique, tous deux incessamment. 

Le Heu des positions successives de la caractéristique est une sorfiiee déve- 
loppable. 

Cette surfeoe peut être cylindrique ou ccmique. En général elle est autre , 
et dès lors elle a pour arête de rebroussement le lieu des points où les foyers 
se projettent sar les caractéristiques qui leur correspondent respectivemeat. 

Le plan qui se meut étant, par hypoUbèse» dépourvu ou dépouillé de fOol 
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11 est souvent utile de considérer à part et exclusivement la 
direction affectée dans l'espace par le plan mobile. Le mouvement 
angulaire qui correspond aux changements de cette direction se 
réduit à la rotation composante établie autour de la caractéris- 
tique. Il suffît donc fle déterminer cette composante et Ton peut 
faire abstraction de la rotation établie autour de la normale. 

S'agit-il d'une droite? Imaginons une autre droite^ assujettie à 
passer par un point fixe o et à rester parallèle à la droite donnée. 
L'identité qui subsiste entre les mouvements angulaires simul- 
tanés de ces deux droites permet de substituer l'un à l'autre, et 
réciproquement. Tout se réduit donc au mouvement d'une droite 
qui tourne autour d'un de sea points supposé fixe. Considérons ce 
dernier mouvement. 

Soit m un point de la droite mobile, autre que le point o^ et t; 
la vitesse actuelle de ce point. Si nous désignons par Q le plan 
mené par la droite ont perpendiculairement à la direction de la 
vitesse v, il est visible que l'état de mouvement de la droite mo- 
bile est réductible à une rotation dont l'axe peut être choisi comme 
on veut parmi toutes les droites tracées dans le plan Q à partir du 
point *. 

S'agit-il en dernier lieu de deux droites mobiles? Considérons 
un plan P, assujetti à rester parallèle à ces droites et tournant en 
conséquence autour de sa caractéristique. La rotation propre à 
chacune des droites mobiles est décomposable en deux autres, 
l'une autour d'un axe perpendiculaire au plan P, l'autre autour 
d'un axe situé dans ce même plan. Cela posé, on peut établir 
très-simplement le théorème énoncé comme il suit (n** 33) : 

mouvement sur lui-même , chacun de ses points décrit une trajectoire qui le 
coupe à angle droit. 

Toute droite tracée dans le plan mobile par le point décrivant s'enroule sur 
le lieu des caractéristiques suivant une développée de la trajectoire de ce 
point. 

Parmi les droites, en nombre infini, qu'on peut ainsi prendre pour axes 
instantanés de rotation , une seule est exclue : c'est la droite mobile. La vitesse 
de rotation change avec la droite choisie pour axe instantané : elle est la 
moindre possible , lorsque cet axe est pris à angle droit sur la droite mobile. 



Fig. 22. 
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Étant donnés un plan P parallèle à deux droites mobiles A, B, 
etf pour chacune de ces droites, sa rotation composante autour 
d'un axe situé dans le plan P, si l'on représente par oa , ob , les 
rotations données^ et par an, bn deux paral- 
lèles aux droites A, B, /a rotation de la normale 
au plan P est représentée en direction y sens et 
grandeur par la diagonale on du quadrilatère 
oanb. Cela revient à dire que la droite on est la 
^g caractéristique du plan P, et que la rotation de 
ce plan P autour de cette droite est représentée 
en sens et grandeur par le segment on. 




FIN DE LA CINÉMATIQUE ET DE LA PREMIÈRE PARTIE. 



DEUXIÈME PARTIE. 



RÈGLES GÉNÉRALES DE LA DIFFÉRENTIATION , COMPRENANT, 
POUR LES CAS LES PLUS SIMPLES,. LES RÈGLES CORRESPON- 
DANTES DE L'INTÉGRATION. 



CHAPITRE 1er. 

PRINCIPES FONDAMENTAUX. 



i. Considérons un point mobile dans l'espace. La direction 
suivie par ce point peut être constante ou bien incessamment 
variable. Dans le premier cas, la ligne décrite est droite; dans le 
second cas, la ligne décrite est courbe. 

Désignons sous le nom de directrice la droite suivant laquelle 
la vitesse du point mobile est dirigée à l'instant que Ton considère. 
Si la ligne décrite est droite, la directrice est fixe; si h ligne dé- 
crite est courbe, la directrice tourne autour du point décrivant. 

De là résulte la définition suivante : 

La courbe est la trace d'un point qui se meut suivant une 
direction incessamment variable , 
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OU mieux encore : 



La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une droite 
mobile, dite directricr, le point glissant sur la droite et la droite 
tournant autour du point, tous deux incessamment. 

En appliquant cette définition à une courbe quelconque, on con- 
state aisément, pour toute position déterminée du point généra- 
teur, l'identité de la droite dite directrice et de celle qu'on désigne 
en général sous le nom de tangente *. 



* Donnons-nous un point sur une courbe et représentons-nous toutes les 
droites qu'on peut mener par ce point. 

La tangente étant définie, celle de ces droites dont la courbe s'écarte le 
moins à partir et dans le voisinage du point donné, on voit tout d'abord qu'elle 
se confond nécessairement avec la directrice. Veut-on d'ailleurs démontrer 
à priori cette proposition ? On y parvient aisément de la manière suivante : 
Soit m un point qui décrit une courbe et D la directrice de ce point. 
Déterminons d'abord une position quelconque du point décrivant. Soit o 
cette position prise pour origine de l'arc décrit par le point m et ot la position 
correspondante afleciée par la directrice à cette origine. Par le point o menons 
une droite on choisie comme on voudra. 

Sans rien changer à ce qui précède, considérons 
le point m après sa sortie du lieu o. Soit m' la pro- 
jection orthogonale du point m sur le plan not, et 
p, q celles du point m' sur les droites ot, on. Il est 
visible que la distance mp du point m à la droite ot 
est moindre ou plus grande que la distance mq du 
point w à la droite on, selon que le segment m'p 
est lui-même moindre ou plus grand que le seg- 
ment m'q. 

Désignons par v la vitesse du point m sur sa tra- 
jectoire, et par 



Fig, 23, 
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les compléments des angles que la directrice D fait avec les droites m'p, m% à 
l'instant que l'on considère. En décomposant la vitesse v suivant les trois direc- 
tions rectangulaires mm', m'p, ot, on a, pour composante parallèle à m'p, 
V sin. «. En décomposant cette même vitesse suivant les trois directions rec- 
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Cela posé, entrons en matière. 

Dans la description d'une courbe par un point, le point décri- 
vant peut être considéré comme glissant sur la directrice en même 
temps que la directrice tourne autour du point décrivant. La ro- 
tation de la directrice autour du point décrivant a pour effet 
unique de changer incessamment la direction de ce point : elle 
n'altère en rien sa vitesse considérée comme grandeur, ni Vétendue 
linéaire décrite en vertu de cette même vitesse. De là résultent 
les relations suivantes existant entre les longueurs décrites simul- 
tanément sur des lignes quelconques et les vitesses correspondantes 
des points qui décrivent ces longueurs : 

i" Lorsque les vitesses des points décrivants passent en même 
temps par les mêmes degrés de grandeur y les longueurs décrites 
simultanément sont constamment égales, 

2" Lorsque les longueurs décrites simultanément sont constam- 
ment égales, les vitesses des points décrivants passent en même 
temps par les mêmes degrés de grandeur. 

3** Lorsqu'on compare entre elles, d'une part, des longueurs 
décrites simultanément sur des lignes quelconques, d'autre part, 
les grandeurs des vitesses simultanées des points décrivants , on 
peut, sans altérer en rien les rapports cherchés, stibstituer à 

tangulaires mm', m'q, on , il vient de même, pour composante parallèle à m'g, 
V. sin. C. 

Les composantes v sin. a , v sin. C, sont évidemment les vitesses simultanées 
avec lesquelles croissent les segments m'p, m'q. En outre , il y a lieu d'obser- 
ver qu'au sortir du lieu o , on a d'abord et en même temps 

« = , C = ang. (not.). 

Gela posé, puisque Tangle (X commence par être nul, il .s'ensuit qu'il reste 
constamment inférieur à l'angle C pour toute l'étendue d'un certain arc cr , 
compté , à partir du point o, sur la trajectoire du point m. Or, aussi longtemps 
que Tangle a reste moindre que l'angle ^, la vitesse v sin. a est et demeure 
plus petite que la vitesse v sin. C. La conséquence évidente est que le seg- 
ment fîi'p est constamment inférieur au segment m'g pour toute Vétendue de 
l'arc ff , et qu'il en est de même de la distance mp comparée à la distance mq. 
De là résulte immédiatement la proposition énoncée plus haut. 
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chaque ligne effectivement décrite une ligne quelconque choisie 
arbiirairemefU. Il suffit, pour cela , que , de part et d* autre , dans 
la première de ces deux lignes et dans celle qu'on lui substitue, 
les longueurs décrites ou, ce qui revient au mêm£, lès vitesses des 
points décrivants passent en même temps par les mémês degrés 
de grandeur. 

Ces trois propositions pouvant être considérées comme évi- 
dentes, nous nous bornons à les énoncer. * 

2. Les principes du n^ i ont pour conséquences immédiates 
les déductions suivantes : 

i* Lorsque les longueurs décrites en même temps par deux 
points conservent entre elles un rapport invariable, ce ménie 
rapport existe entre les vitesses simultanées de ces points; 

Réciproquement : 

^ Lorsque les vitesses simultanées de deux points conservent 
entre elles un rapport invariable, ce même rapport existe entre 
les longueurs que ces points décrivent simultanément *. 

* Soient m et w' les points décrivants , t? et v' leurs vitesses respectives 
simultanées, / et i' deux longueurs quelconques décrites simultanteent par 
ces points et correspondantes aux vitesses v, v'. Il s'agit de démontrer que jsi 
Ton a toujours 

(1) -= constante = c, 

il en résulte 

(2) -- = constante = c, 

t/ 

et réciproquement. 

Partons de Téquation (2) et montrons quelle implique comme conséquence 
réquation (1), et réciproquement. 

Soit une circonférence de cercle ayant son centre en o et on pour rayon. 
Le point o restant fixe , imaginons que le point n se meuve sur la circonfé- 
rence on y en même temps et avec la même vitesse que le point m sur la ligne 
qu'il décrit Sur le rayon on, prenons, à partir du point o , une longueur Gn\ 
telle que Ton ait 

on ^ 

on' 
On voit aisément que le point n' du rayon m décrit une circonférence de 
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3* Soient m, m', m" trois points déerivanls, v, v% v" leurs 
vitesses respectives simultanées, I, l\ V trois longueurs queleqnr 
ques décrites simultanément par ces points; si, pendant la des- 
cription de ces longueur^ on a toujours, 

V = v' + r", 
il en résulte, 

l^V ^ r, 
et réciproqtmnent (i). 

cercle concentrique à la première, et qu'il se meut sur cette circonférence 
en même temps et avec la même vitesse que le point m' sur la ligne quMl 
décrit, n suit de là qu*on peut remplacer les deux lignes données par deux cir- 
conférences de cercle concentriques et décrites simultanément par deux points 
d'un seul et même rayon. Or, en ce qui concerne ces circonférences, la pre- 
mière relation implique évidenunent la seconde, et réciproquement. Il en est 
donc de même relatlTcment aux lignes quelconques décrites simultanément par 
les points m, m*. 
' Supposons que Ton ait 

t? = t?' -h v", 

et démontrons qu'il en résulte nécessairement 

/ = r -4- /". 

Soit une droite D. Imaginons sur cette droite un point n qui s'y meuve en 
même temps et avec la même vitesse que le point m' sur la ligne qu'il décrit. 
Les longueurs décrites simultanément par le point n sur la droite D, et par le 
point m* sur sa tn^ectoire, sont constamment égales. Imaginons, en outre, 
que la droite D glisse sur elle-même, dans le même sens que le point n, en 
même temps et avec la même vitesse que le point m" sur la ligne qu'il décrit. 
Il y a , dès lors, égalité constante entre deux longueurs quelconques décrites 
simultanément, l'une par le point m'^ sur sa trajectoire, l'autre par chacun 
des points de la droite D. Il s'ensuit aussi que les longueurs décrites par le 
point n dans V espace, sont constanunent égales à la sonune des longueurs 
décrites simultanément par les points m' et m" sur leurs trajectoires respec- 
tives. Eu égard au double mouvement qui l'anime suivant une même direc- 
tion et dans un même sens , le point n se meut avec une vitesse totale exprimée 
par la somme i/ + 1/', et par conséquent égale à v. Or, par hypothèse, v est 
précisément la vitesse du point m sur sa trajectoire. La conséquence est donc 
que les longueurs décrites simultanément par les points metn sont constam- 
ment égales. 
Cela posé, / étant, pour le point m, une de ces longueurs, nous savons 
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Ces trois propositions se démontrent sans la moindre difficulté, 
les premières, en considérant deux points assujettis à rester sur 
un même rayon et à décrire en même temps deux circonférences 
concentriques; la dernière, en supposant le point m! mobile sur 
une droite et Tobligeant à s'y mouvoir avec la vitesse v\ tandis 
que la droite glisse sur elle-même avec la vitesse u". 

3. Les notions qui précèdent renferment en principe toute la 
théorie de la rectification des courbes. Elles s'appliquent de même 
à la quadrature des aires et à la cubature des solides. Plus géné- 
ralement encore, elles s'étendent à toutes les opérations désignées 
sous le nom d*intégrations. 

Lorsqu'un point décrit une courbe, on peut concevoir un autre 
point décrivant une droite et supposer que, de part et d'autre, les 
vitesses des deux points passent, en même temps, par les mêmes 
degrés de grandeur. La conséquence est que deux longueurs quel- 
conques, décrites simultanément. Tune sur la courbe, l'autre sur 
la droite, sont toujours égales, et peuvent ainsi se substituer l'une 
à l'autre. C'est sur ce principe élémentaire que se fonde toute la 
théorie de la rectification des courbes. En ce qui concerne les qua- 
dratures et les cuh^tures , de même que toutes les autres opéra- 
tions analogues, il suffit d'un simple artifice pour rendre le même 
principe immédiatement applicable. 

Voici quel est cet artifice. 

On prend pour équivalent numérique de chacune des grandeurs 
variables que l'on considère une longueur décrite par un point 
mobile et composée avec l'unité linéaire comme la grandeur con- 
sidérée se compose avec son unité propre. Cela fait, tout se réduit 
à comparer entre elles, d'une part, des longueurs décrites simul- 
tanément, d'autre part, les vitesses correspondantes et simulta- 
nées des points décrivants. 

déjà que Taulreest, pour le point n, la somme des longueurs décrites simul- 
tanément par les points m' et m", c'est-à-dire /'-♦-/". On a donc, 

/ = /' H- /" C. Q. F. D. 

La proposition réciproque se démontre delà même manière. 
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Tant qu'il s*agit des longueurs substituées comme équivalenta 
numériques aux grandeurs variables que Ton considère et dont 
on étudie les variations continues simultanées, les vitesses des 
points qui décrivent ces longueurs sont de simples vitesses, nette- 
ment définies et conçues directement sans la moindre difficulté. 
D un autre côté, l'on peut dire de ces mêmes vitesses qu'elles sont 
les vitesses d'accroissement des grandeurs considérées. En général, 
on les désigne sous le nom de différentielles et on les exprime, 
soit en faisant précéder de la lettre d, soit en surchargeant d'un 
point le signe représentatif des grandeurs correspondantes; c'est 
ainsi, par exemple, que si l'on a en vue certaines grandeurs ex- 
primées par les lettres x, y, a, etc., les symboles dx, dy, da, etc., 
OVLX ^y, à y etc., désignent les vitesses d'accroissement de ces gran- 
deurs, ou, ce qui revient au même, les vitesses des points qui dé- 
crivent les longueurs substituées comme équivalents numériques 
aux grandeurs x, y, a, etc. 

4. Précisons davantage ces premières données fondamentales. 

Soit X une grandeur quelconque continûment variable et x ou 
dx sa difFérentielJe. 

Prenons une droite D et, sur cette droite, a partir d'un point 
fixe Of une longueur oni. 

Par hypothèse , la longueur om est V équivalent numérique de la 
grandeur x, c'est-à-dire qu'elle se compose avec 

Fig. U. l'unité linéaire comme la grandeur x se compose 

m avec son unité propre. Il en résulte que la longueur 
om est comme la grandeur x incessamment varia- 
ble, et, conséquemment, que le point m se trouve assujetti à glis- 
ser continûment sur la droite D. 

Cela posé, la différentielle x ou dx est la vitesse du point m sur 
la droite D. 

Sans rien changer à ce qui précède, on peut substituer à la 
droite D une ligne quelconque. On dirait alors et plus générale- 
ment : 

La différentielle x ou dx est la vitesse du point m sur sa trajec- 
toire. 

Soit y une autre grandeur quelconque dépendant de la pre- 
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laière et supposée comme elle incessamment variable* Nous pou- 
vons abréger et de même que nous sommes conduit à résumer 
comme il sait la définition précédente : 

La différentielle xoudxestla vitesse du point gui décrit la lour 
gmur substituée comme Quittaient numérique à la grandeur x, 

nous dirons simplement : 

La différentielle y ou dy est la vitesse du point qui décrit la lonr 
gueur substituée comme équivalent numérique d la grandeur y. 

Cette définition maintenant bien comprise est tout à fait gé- 
nérale. 

La variable x est dite indépendante lorsqu'on en dispose et 
qu'on la fait croître ou décroître uniformément. En ce cas, la vi- 
tesse X est constante et choisie d'ailleurs comme on veut. 

La fonction y dépend , par hypothèse , de la variable x. Il s'en- 
suit que la vitesse y dépend de la vitesse x, et qu'en général , elle 
est incessamment variable, alors même que la vitesse x est sup- 
posée constante. 

Partant de là, voici quel est l'objet du calcul différentiel pro- 
prement dit : 

Étant données la variable x et la fonction y, déterminer, pour 
chaque valmr de la variable x, la relation qui s'établit entre les 
vitesses simultanées correspondantes x, y, 

A côté de ce problème vient naturellement se poser le problème 
inverse : 

£tant donnée la relation gémrale qui subsiste entre les vitesses 
simultanées x, y, déterminer l'un par l'autre les accroissements 
simultanés produits par ces vitesses dans les grandeurs corres- 
pondantes y et X, 

Ce problème inverse peut être considéré comme l'objet du 
ccdeut intégral réduit à son expression la plus simple. 

Ces préliminaires établis, abordons immédiatement l'exposé des 
rèf^es du ealeul différentieL Chemin faisant, nous indiquerons^ pour 
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\^ C$9 1<?$ plus simplesy commeot chacune de ces règles implique, 
par voie de réciprocité, une règle correspondante du calcul intégral. 
$, Nous savom déjà que, sans changer en rien les expressions 
numériques introduites dans le calcul, on peut appliquer direc- 
tement aux grandeurs données les résultats obtenus pour des Ion- 
gqeurs équivalentes et réciproquement. De là résultent immédia- 
tement les déductions suivantes, où Ton étend à des grandeurs 
quelconques les relations énoncées n**' i et 3, eu ce qui concerne 
la description simultanée de plusieurs longueurs et les vitesses 
correspondantes des points décrivants : 

l"* c étant une grandeur constante f la vitesse ^ c est toujours 
nulle et réciproquement. 

2<^ y étant, um grandeur continûment variable , la vitesse y 
n'est pas nulle en général^ elle est positive ou négative, selon 
que la grandeur y croit ou décroît. 

3° Lorsqu'il existe entre deux grandeurs incessamment varia- 
bles , y et X, un ntppQri constant a, le même rupport s'établit 
entre les vitesses simultanées x et y. (N** 2, règle i.) 

y ==* ax donne, en conséquence, y = air; 

i"" Lorsqu'il existe entre les vitesses mmultanées y, x «m rap* 
port constant Bi y le mime rapport subsieie entre les accroissements 
simultanés des grandeurs correspondantes y et x» Ces ooeroîs^e- 
ments s'e^^priment en faisant précéder de la lettre s les signes 
représentatifs des grandeurs considéras. (N^ 2, règle â.) 

y =:z ax donne, en conséquence, ày === a^x; 

8* Lorsqu'il existe entre trois grandeurs incessamment varia- 
bles, X, y, z, une relation telle que l'une soit constamment égale 
à la somme ou à la différence des deux autres, la même relation 
subsiste entre les vitesses correspondantes x, y, z. (N* 2, règle 3,) 

z = y dz X donne, en conséquence j^ z = y db x^ 

* Le lecteur ne perdra pas de vue que les mots vUeese «t êiffirentieUe sont 
ici tQttI à f^t ^yuonyWiQs. 
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6® Lorsqu'il existe entre les vitesses simultanées x , y, z une 
relation telle que l'une soit constamment égale à la somme ou à 
la différence des deux autres , la même relation subsiste entre 
les accroissements simultanés des gratideurs correspondantes 
X, y, z. (N°2, règle 3.) 

z = y dt x donne y en conséquence y ajz = Ay ± Ax; 

7° Les- règles \^Z^^ du présent numéro s'étendent d'elles- 
mêmes à un nombre quelconque de variables z, y, x, etc^ com- 
binées ou non avec des constantes a, b, c, etc. 

z^=a -f- 6y -t- ex -t- etc. donne, en conséquence, z=by -^ ex -h etc<; 

8° Les règles 4 ef 6 s'étendent de la même manière : 

z=bi/ -4- ex H- etc. donne, en conséquence, ^z=:bAy -♦- eAx -*- etc. 

Théorème fondamental du calcul différentiel. 

6. Avant de poursuivre cette première série d'applications, 
montrons, en général, comment toute relation établie entre deux 
grandeurs continûment variables, implique une relation corres- 
pondante entre les différentielles de ces mêmes grandeurs, et 
réciproquement. 

Soient deux grandeurs quelconques, fonctions l'une de l'autre, 
et variant ensemble d'une manière continue. 

Considérons ces grandeurs lorsqu'après avoir acquis en même 
temps l'une la valeur quelconque x, l'autre la valeur correspon- 
dante y, elles s'écartent de ces valeurs en variant continûment 
et simultanément. 

Par hypothèse , on a généralement 

0) !/=m^ 

chaque valeur de x déterminant pour y une valeur correspon- 
dante, et réciproquement. 
Soient Pw, Qn deux longueurs prises à partir des points P et Q 



Fig, 24. 
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sur deux droites parallèles PX, QY, et substituées, coniaie équi- 
valents numériques, FuAe à la grandeur x, Tautre à la gran- 
deur y. 
A chaque position du point m sur la droite PX correspond une 
position déterminée du point n sur la 
droite QY. Concevons une droite mo- 
bile assujettie à passer constamment 
par les points m et », tandis que ces 
points glissent simultanément Tun sur 
PX, Tautre sur QY. On sait que tout 
déplacement d'une droite dans un 
plan conmience , en général , par ro- 
tation autour d'un certain point dé- 
signé sous le nom de centre instan- 
tané de rotation ^ Cela posé, puisque 
chaque position du point m détermine une position correspon- 
dante de la droite mn, il en résulte qu'elle détermine en même 
temps la position correspondante du point o, centre instantané 
de rotation de la droite mn. 

Du centre o abaissons sur la droite mn la perpendiculaire oa. 
Par les points m et n élevons sur les droites PX, QY deux per- 
pendiculaires mpy nq et prolongeons-les jusqu'à leur rencontre en 
p et q avec la droite oa, 

A Forigine de son déplacement, la droite mn peut être considérée 
indifféremment soit comme tournant autour du point o avec une 
certaine vitesse angulaire, soit comme tournant avec cette même 
vitesse angulaire autour d'un point quelconque de la droite oa, et 
glissant en même temps sur elle-même avec la vitesse effective du 
point pris pour centre de rotation. 

Soit « la vitesse angulaire communiquée à la droite mn et cor- 
respondante aux vitesses actuelles et simultanées x, y des points 
m et n sur les droites PX, QY. Tout se passe k l'origine du dépla- 
cement comme si la droite mn tournait autour du centre o avec 



< Voir, au besoîD, les numéros 11, 12, 13 de la première partie, pages 37, 
38 et suivantes. 

7 
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la vitesse û>, ou bien que, tournant avec cette même vitesse autour 
d'un point quelconque de la droite oa, elle glissât en même temps 
sur elle-même avec une certaine vitesse convenablement déter- 
minée; mais, quelle que soit cette vitesse de glissement, il est 
visible qu'elle n'altère en rien ni les positions, ni, par conséquent, 
les vitesses des points m et n sur les droites PX, QY. On peut 
donc en faire complètement abstraction , et considérer la droite 
mn comme tournant avec la vitesse c», soit autour du point p, 
soit autour du point q. 

En prenant le point p pour centre de rotation de la droite mo- 
bile mn , il vient immédiatement : 







se 


== ym. w 


En prenant le 


point q, 


on a 


de même 


De là résulte 
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SS3 qn. u. 
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Nous savions déjà que les longueurs jom^ qn dépendent exclu- 
si veulent de. la position du poiat m sur la droite PX, c'est-à- 
dire de la valeur affectée par la grandeur x. La dernière équation 
iH^us montre que, pour chaque ét9.t particulier de cçtte grandeur, 
le rapport des vitesses correspondantes et simultanées ^jf, x ^ecte» 
çn généçaU uue v^lçur déterminée et unique. 

Concluons que Von peut attribuer indifféremment à eu vitesse x 
une valeur quelconque , constante ou variable. Dans tous les 
cas , le rapport ? reste toujours le même pour une même valeur 
affectée par la grandeur x, et Von a généralement 

y = x.f'{xU 

r (x) étaîît une fonction qui dérive de la fonction donnée et qui 
dépend exclusivement de la variable x. 

La fonction f'{x) prend le nom de fonction dérivée. On rappelle 
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SOU origiue et en même temps on la distingue de ]a fonction pri- 
mitive f(x)^ en lui attribuant la même caractéristique affectée 
d'un indice. 

I^ quantité f{x) étant le facteur par lequel il faut multiplier la 
différentielle x ou dx pour obtenir la valeur correspondante de la 
différentielle y ou dy, on la désigne aussi sous le nom de coefficient 
différentieL 

On voit par ce qui précède que l'objet du calcul diff'êrentiel 
proprement dit peut être considéré comme se réduisant à lu 
détermination de la dérivée d'une fonction quelconque ; à ce point 
de vue, il se résout en ce qu'on appelle le calcul des dérivées ou 
des fonctions dérivées. 

7. Nous venons d'établir que l'équation 

(«) y = f(^) 

implique comme conséquence générale la relation suivante : 

m if = ^r{xY 

Réciproquement étant donnée l'équation 

(5) V = if (x), 

si l'on désigne par f[x) la fonction qui a pour dérivée ^ (x) , on 
peut en conclure immédiatement : 

(4) Ay = A f[x). 

En effet, si l'on représente par u la fonction /(x), on a d'abord 

u « f(x), 
et par suite 

û «= X f (x), 

Mais, par hypothèse, f(x) est précisément égale k f(x); on peut 
donc écrire aussi 

M as i ^ (x). 
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De là résulte , eu égard à Féquatiou (5) , 

îjf = li. . • 

Les vitesses y, û étant toujours égales pour de mêmes valeurs 
attribuées de part et d'autre à x et a; > il est évident que la même 
égalité subsiste nécessairement entre les accroissements simultanés 
des grandeurs correspondantes y et te. Il vient donc, conformé- 
ment à la règle (4) du n"* 5, 

Ay =s Aw = ù.f\x), C. Q. F. D, 

On voit par là comment la question générale des intégrations , 
désignées sous le nom de quadratures , se ramène à la considéra- 
tion très-simple de trois longueurs ^x, ày, àu décrites simulta- 
nément par trois points mobiles. A chaque position du point qui 
décrit la longueur àx correspond, pour chacun des deux antres 
points, une seule et même vitesse. La conséquence évidente est que 
les longueurs ày et àu décrites en même temps que la longueur 
àx sont constamment égales. 

Du procédé général fourni par la méthode des limites pour la 
détermination des fonctions dérivées. 

8. Le procédé que nous allons exposer ne nous est pas néces- 
saire; néanmoins nous avons plusieurs motifs pour ne pas le passer 
sous silence. En certains cas, il peut être plus simple ou plus rapide 
que la voie purement géométrique. Déjà connu des géomètres, il 
fait immédiatement ressortir la généralité absolue et l'extension 
sans bornes que comporte notre propre méthode. Il fournit, d'ail- 
leurs, des moyens de contrôle et de vérification qui, s'ils ne sont 
point indispensables, ont cependant leurs avantages, ne fût-ce 
qu'à raison des points de vue multiples sous lesquels il convient 
quelquefois de présenter et de résoudre une même question. 

Soit 
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une fonction quelconque supposée continue et dont on se propose 
de déterminer la dérivée /"' {x). 

Considérons les longueurs substituées comme équivalents numé- 
riques à deux accroissements quelconques simultanés Ay, ax. 

Soient tjr, x, les vitesses simultanées des points qui décrivent 
ces longueurs. 

Si le rapport ? demeurait invariable à partir de l'origine des 
accroissements ày, àXy on aurait, conformément à la règle (4) 
du n° 5 , 

tï ^ i, 

àX X " ' • '. ■ 

Le rapport ^ n'étant pas en général constant, mais variant au 
contraire incessamment dans Fintervalle ax, on peut prendre cet 
intervalle assez petit pour que le rapport y soit toujours croissant 
ou toujours décroissant. On peut d'ailleurs, ainsi que nous l'avons 
vu, attribuer à x une valeur constante. Dans tous les cas, si nous 
représentons par ^- la valeur initiale du rapport | et par a ? le 
changement subi par ce rapport dans Fintervalle ax, on a évi- 
demment 

^y < yo y 

ou — -♦- A -. 

AX > Xo X 

selon que le rapport ? croissant ou décroissant dans l'intervalle 
AX, la quantité a? est positive ou négative. 
On"a d'ailleurs en même temps et avec la même évidence 

ày > Vo 

— ^ ou -7-. 
AX <^ Xo 

De là résulte en général 

ti\ ^y yo .y 

AX Xj, X 

fi étant une quantité comprise entre zéro et Funité. 

Cela posé, le rapport? étant, par hypothèse, incessamment 
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variable, il s^ensuit que ce rapport varie continûment, et il suffit 
de resserrer indëfiniment l'intervalle ax pour que l'accroissement 
A^ se rapproche indéfiniment de zéro. 

L'équation (4) prouve que le rapport des accroissements Ay, ax 
comporte, en général , un développement composé de deux parties 
essentiellement distinctes : la première est indépendante de l'éten- 
due attribuée à l'intervalle ax; la seconde décroît indéfiniment 
et converge vers zéro avec cet intervalle. Pour obtenir isolément 
la première, il faut supprimer dans le développement tous les 
termes qui dépendent de Tintervalle ax et qui diminuent avec cet 
intervalle. Or cette première partie -est précisément la dérivée 
cherchée, et, en général, il suifit d'annuler l'intervalle Ax pour 
annuler en même temps tous les termes à supprimer. On voit donc 
aisément comment la recherche de la dérivée d'une fonction se 
ramène à la formation d'un développement dont on ne conserve 
que les termes indépendants de la quantité ax et dont on fait dis- 
paraître les autres en annulant cette même quantité. 

De là résulte comme expression générale du procédé fourni par 
la méthode des limites pour la recherche des fonctions dérivées , 
l'équation fondamentale établie ci-dessus et réductible à la forme 
suivante : 

(2) .... . ? = r(x) = lim. ^. 

X AX 

En écrivant l'équation sous cette forme, il ne faut point perdre 
de vue que les valeurs simultanées x, x, y sont celles qui corres- 
pondent à l'origine des accroissements ax et ^y. 

Détermination géométrique de la limite vers laquelle converge 
le rapport de deux variables qui tendent en même temps vers 
zéro. 

9. Reportons-nous aux données du n^ 6 et considérons en par- 
ticulier deux positions de la droite mobile, l'une mn supposée 
quelconque, l'autre PQ correspondante aux deux valeurs simul- 
tanées 

X = 0, y = 0, 
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•Soil i le point où vont se couper les droites mn, PQ. On a évi- 
demment : 



Pi 



Qn 
Pm 



y. 

X 



Fig. 25. 




Nous savons en quoi consiste , 
>r pour la position quelconque mn, 
rétat de mouvement de la droite 
mobile. Cet état se compose d'une 
rotation et d'un glissement simul- 
tanés, la droite tournant autour 
du point a et glissant en même 
temps sur elle-même. Concevons 
une deuxième droite assujettie à 
coïncider toujours avec la droite 
mobile, mais dépourvue d'ailleurs 
de tout glissement. Soit D cette 
autre droite. Il est visible que le 
point a doit être considéré comme glissant sur la droite D, tandis 
que la droite D tourne autour du point a , tous deux simultané- 
ment et continûment. La conséquence est que le point a décrit, 
en général, une courbe, et que la tangente à cette courbe, en 
chaque position du point a, est la position correspondante de la 
droite mn. 

Soit ba la courbe dont il s'agit; c le centre instantané de rota- 
tion qui correspond à la position PQ de la droite mobile; 6 la 
projection sur PQ du centre c. De même que la courbe 5a touche 
en a la droite mn , de même elle touche en 6 la droite PQ. 

Imaginons que la droite D soit ramenée continûment de la po- 
sition- ntn à la position PQ. Les points a et t se déplacent simul- 
tanément, l'un sur l'arc ab, l'autre sur la droite PQ, et tous deux 
finissent en même temps par se confondre en 6. Il suit de là que, 
tandis que les deux longueurs Qn et Pm convergent simultané- 
ment vers zéro , leur rapport converge en même temps vers la 
limite ^• 
Soient Xq, t/o les vitesses simultanées des points m et n au sortir 
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des positions P et Q, on a, conformément aux déductions du n""^, 

Qft _ y.\ 
P6 xo' 

De là résulte , en conséquence, 

(V ^*"™ = iil = ~' 

X Vb Xo 

Le principe exprimé par l'équation (1) peut s^énoncer de la 
manière suivante : 

Lorsque deux variables convergent simultanément vers zéro , 
leur rapport converge en même temps vers une certaine limite. 

Cette limite est le rapport des valetirs que les différentielles des 
variables considérées affectent respectivement y lorsque ces varia- 
bles s^annulent. 

Cela posé, étant donné la fonction 

y = A^)» 

soient ax et A^ deux accroissements quelconques simultanés des 
variables x et y- Quels que soient ces accroissements , ils satisfont 
toujours et nécessairement à la condition de convei^er en même 
temps vers zéro. Conduons que la déduction précédente leur est 
constamment applicable et qu'elle a , pour traduction algébrique, 
réquation générale 

(2) Jim ^ :« ^ « /-'(x). 

AX X ' 

* On peut placer les points P et Q sur une même perpendiculaire aux droites 
PX , QY. Nous n'avons pas supposé qu'il en fut ainsi. Néanmoins, il est aisé 
de voir que Téquation générale du n» 6 peut, dans tous les cas, s'écrire de la 
manière suivante : 

y qn an . . Q6 j/o 

- = — = — ; on a donc ici — - =s t- • 
X pm am Po Xo 
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Cette ëquation n'étant autre que Tëquation finale du numéro 
précédent y il est aisé de voir qu'elleji^plique^ en ee.qui concerne 
la recherche des fonctions dérivées par la méthode des limites , le 
principe et le mode d'application que nous avons exposés ci- 
dessus. 



Règle générale de la differentiation d'un produit. 

(iV. B. La démoDstraUon qui suit peut être remplace par celle du n» 58, 
dont elle se déduit immédiatement.) 

10. Étant donnée la fonction z égale au produit des deux varia- 
bles or, y et déterminée par la relation 



(^). 



== a;y. 



on demande l'expression de la différentielle i. 



Fig. 26. 




Soient oA, oB deux droites menées par le 
point 0. Sur la droite oB prenons deux lon- 
gueurs om, ony toujours comptées à partir 
du point et substituées comme équivalents 
numériques 5 la longueur om à la grandeur x, 
la longueur on à la grandeur y. Sur la droite 
oA prenons oa égal à Tunité. Tirons la droite 
am et par le point n menons la droite nr, de 
manière que l'angle orn soit et demeure con- 
stamment égal à Tangle ama. 

Les grandeurs x, y étant, par hypothèse^ 
incessamment variables, il s'ensuit que les 
points m et n glissent simultanément sur là 
droite oB et qu'en conséquence, les droites àm, 
nr se trouvent respectivement assujetties , la 
première à tourner autour du point a en pas- 
sant constamment par le point m, la seconde 
à glisaer le long de la droite oB avec le point 
n et à tourner en même temps autour de ce 
point de manière k ce que l'égalité des angles 
variables orna , orn ne cesse jamais d'avoir 
lieu. 



( «06 •) 

£q désignant par z la longueur or, on voit aidément que les 
triangles oam, onr, toujours semblables , fournissent la relation 
constante 

z = xy. 

Gela posé, il s'agit de déterminer la vitesse z avec laquelle le 
point r glisse sur la droite oA , tandis que les points m et n glissent 
en même temps sur la droite oB y le premier avec la vitesse quel- 
conque x, le second avec la vitesse également quelconque y. 

Soit mm' une longueur prise à partir du point m, sur la droite 
oB et égale à x. Par les points m' et m menons deux droites, Tune 
m'm'\ parallèle à ma, l'autre mm"y normale à la première. 

En désignant par &) la vitesse angulaire que la vitesse x du 
point m communique à la droite am , dans la rotation de cette 
droite autour du pointa^ et par C Tangle orna y il vient 

,-. mm" X sin S 

\^) w = '^ 

am, am 

Par hypothèse, la droite nr tourne autour du point n avec la 
vitesse w, et, en même temps , elle est entraînée par le point n qui 
glisse sur la droite oB avec la vitesse y. De là résultent pour la 
droite nr deux mouvements sumultanés, mais distincts et suscep- 
tibles d'être considérés séparément, Tun de rotation, l'autre de 
translation, tous deux d'ailleurs complètement définis. 

Représentons par z, la vitesse que la rotation de la droite nr 
autour du point n communique au point r sur la droite oA. L'an- 
gle orn étant égal à l'angle ona et, par conséquent, à C, supposons 
la longueur rr\ prise sur oA , égale à z, et par les points r', r 
menons deux droites, l'une rV", parallèle à rn, l'autre rr'\ nor- 
male à la première. Le triangle rrW semblable au triangle mm'm" 
donne, comme tout à l'heure. 



... rr^ «, sin C 

nr nr 
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La combinaison des équations (2) et (5) fournit pour i« la valeur 
suivante : 

,,. . nr . on , 

(4) . . . . z, = — a: = — X sssi yx. 
am oa 

Représentons par Zy la vitesse que la translation de la droite nr 
communique au point r sur la droite oA. Cette translation résul- 
tant de la vitesse y avec laquelle le point n de la droite nr glisse 
sur la droite oB , on a évidemment 

/vv ^^ • om , 

(î>) ^y = — y = — y = ^y- 

on oa 

Ajoutant les expressions (4) et (5) des deux composantes de la 
vitesse cherchée i, on trouve immédiatement 

(6) . . . . i = 4 -♦- iy = t/i ^- xy. 

Ce résultat s'étend de lui-même au produit d'un nombre quel- 
conque de facteurs. On peut l'énoncer comme il suit : 

La différentielle d'un produit est la somme des différentielles 
qu'on obtient en opérant successivement sur chacun des facteurs 
variables comme s'il variait seul, les autres étant constants. 

Dans le cas particulier de deux facteurs dont le produit est 
constant, on a 

z = 0, 
et par suite 

i = ^ ^, 

X X ' 

Ce résultat peut s'énoncer de la manière suivante : 

Lorsque deux grandeurs continûment variables ont un pro- 
duit constant y leur rapport, changé de signe, devient celui de 
leurs différentielles. 
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Règle générale de la différentiation d'un quotient. : 
H. En appliquant les déductions qui précèdent à la relation 

0) y = 7, 

on peut écrire immédiatement, comme coméquences des équa- 
tions (1) et (6) du nMO, 

ta\ ^ s . ^^ — ^ 
(2) . . . . y = - (z -. yx) = — ^ 

* De là résulte la règle générale énoncée comme il suit : 

La différentielle d'un quotient s'obtient en soustrayant du 
produit du dénominateur par la différentielle du numérateur le 
produit du numérateur par la différentielle du dénominateur et 
en divisant le tout par le carré du dénominateur. 

Dans le cas particulier où le numérateur du quotient donné 
est constant, la règle prend cet antre énoncé : 

La différentielle du quotient d'une constante divisée par une 
variable s'obtient en formant le produit du numérateur par la 
différentielle du dénœninateur, changeant ce produit de signe et 
le divisant par le carré du dénominateur. 

Les règles établies dans ce numéro et dans celui qui précède 
sont d'un fréquent usage. Il importe de se familiariser avec elles, 
et plus généralement de s'exercer k la différentiation , comme on 
s'exerce au calcul en arithmétique et en algèbre, par des applica- 
tions multipliées. 
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CHAPITRE II. 

DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES. 

i° Fonctions algébriques. 
12. Étant donnée la fonction algébrique 

(») y = X"', 

on ilemande de déterminer la différentielle y. 

Supposons d'abord que l'exposant wi «pU positif et entier, x*^ 
est, en ce cas, le produit de m facteurs tous égaux à x. De là ré- 
sulte immédiatement, d'après la règle générale exposée n® 10, 

(2). ... . :. . . . . y =z m.x'"-\x. 

Supposons maintenant que l'exposant m soit positif et fraction- 
naire. En le représentant par ^» on a 

et par suite 

ff = x^ 

De là résulte, en vertu de l'équation (2), 

qtf~*y ^ yx'^*.x, 
et conséquemment 

ty == 1. X' . X = mx"'~\ X. 
q 

Supposons, en dernier lieu, que l'exposant m soit négatif, entier 
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ou fractionnaire. £n le désignant par — n,on'd 

y = x"" = 

^ X" 

De là résulte, d'après la règle du n* H et conforméraent à l'équa- 
tion (2) du présent numéro, 



= — nx""''*x = mx"*~^ X, 



Concluons que, quel que soit l'exposant m, positif ou négatif, 
entier ou fractionnaire, commensurable ou incommensurable ^, la 
fonction algébrique 

y =r or 
a constamment pour différentielle 

y = mx"-*. X. 

Ce résultat peut s'énoncer comme il suit, sous forme de règle 
générale: 

La différentielle d'une puissance s'obtient en diminuant r expo- 
sant d'une unité et en introduisant comme facteurs, d'une part, 
V exposant primitif y d'autre part, la différentielle de la quantité 
soumise à l'exposant. 

\ 5. Le résultat établi ci-dessus conduit directement et par voie 
de réciprocité à la déduction suivante : 

Étant donnée la relation 

(1) y = cx"\-Kà, 

oïl c est une constante, il suffit d'observer que le produit cx"~*. x 

* La proposition établie pour une valeur quelconque fractionnaire de Tex- 
posanl m , s'étend d'elle-même au cas d'une valeur quelconque incommensu- 
raMe. 
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est la différentielle de la fonction c ^ pour en conclure d'une 
manière générale ^ conformément au principe exposé n* 7, 

(2) ^y =— A (a:'"). 

m 

On observera que 1 équation (i ) ne peut être considërée comme 
résultant de la diffërentiation d'une fonction algébrique de la 
formç y=Ax"*, qu'autant que l'exposant m affecte une valeur 
quelconque positive ou négative. Dans le cas particulier et unique 
où Ton supposerait Texposantm égal à zéro, la fonction x*" se ré- 
duisant à Funîté et cessant, par conséquent, d'être variable, il est 
visible qu'elle ne peut correspondre à la différentielle c -• De là 
vient que la formule (2) est alors en défaut et que la différentielle 
y = c ^ exige une recherche particulière de la fonction dont elle 
dérive. 

Î2" Fonctions logarithmiques. 
Première solation. 

\ 4. Le problème que nous avons à résoudre d'après ce qui pré- 
cède et dans l'ordre naturel des déductions, peut s'énoncei* comme 
il suit : 

On conçoit une fonction de la variable x, telle que sa différen- 
tielle ait pour expression générale c - , c étant une constante. 
Partant de là y il s'agit de déterminer quelle est cette fonction. 

Soit y la fonction cherchée. On a, par hypothèse, 

(1) • • y = c 1 

X 

Considérons en même temps deux valeurs dear^contiaâment 
çroissiintes ou décroissantes , et liées entre elles de manière à 
conserver un rapport constant m. 

Le$ vitesses siwiuUanées des poinU qui décrivent les longueurs 
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substituées . connue équivkfêl^ts numériques à ces deux valeurs 
conservent entre elles le màme rapport constant m. (N'^â^ règle 1.) 
Il en résulte pour la vitesse y deux valeurs simultanées , constam- 
ment égales, puisqu'elles sont exprimées respectivement, la pre- 
mière par 



la seconde par 



c -, 



mx X 

c — = c. -• 

mx X 



La conséquence évidente est qu'un seul et même accroissement 
de la fonction y correspond à chacun des intervalles déterminés 
pour la variable x par deux quelconques des termes qui se succè- 
dent immédiatement dans la suite indéfinie 



m"^ nr^ m~* 1 m 



Désignons par n cet accroissement et faisons correspondre à la 
valeur x = 1 la valeur y ==: 0. Si nous rangeons sur deux lignes 
les valeurs de x et de y, en plaçant les unes au-dessus des autres 
celles qui se corrcs^ondentTOspectiVement , il est visible ^ue nous 
aurons les deux suites 

nr^ nr^ m~^ ï m m* wi' 

—ùii — 2?i 7-w n 2n 3m 

Concluons. que la fonction y est un logarithme et que Ton a, en 
conséquence, 

(2) y = log. X. 

Dans le cas particulier où la constante c est égale à l'unité, lés 
logarithmes correspondants prennent le nom de logarithmes 
népériens *. On distingue ces logarithmes en leur affectant pour 

< On les désigne aussi sous le nom de logarithmes naturels^ ou bien encore 
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caractéristique la lettre /, et eu désigaant leur base par la lettre e. 
De là résulte en général 

(3) y sss log X- = cJx, 

et conséquemment 

(4) c = log e. 

On voit ainsi que la constante c est le logarithme de la base e * 
dans le système exprimé par la caractérisque log. 

Deuxième solution. 

15. Procédons directement en nous appuyant sur le théorème 
fondamental exposé n*" 6. 

Soit la fonction logarithmique 

(^) y = log a:. 

a étant une constante quelconque, posons 

(2). . z =^ ax, 

il vient en substituant 

(5) y = log oc := log z — log .a. 

De là résulte , en désignant par log'x la fonction dérivée de 

de logarithmes hyperboliques , bien qae cette dernière dénomination paraisse 
également applicable à tous les systèmes. 

Nous montrerons plus loin comment on parvient très-simplement à la 
l'elation générale 

x^ x^ 

e =1 + -^+ — +^^-4-etc., 

. et, par suite, à la valeur 

« = 2 -♦• J H- J -f- etc. =s= 2,7182848288459 

8 



logx, en appliquant le théorème fondamental du n"* 6, et en 
ayant égard à Féquation (2) : 

(4) . . . y = x log'x = ilog'2 ^ ax log'z ^= axlog'ox. 

L'équation (4) donne ^ en général, 

(5) alog'ax = log'x, 

et, pour x = l, 

(6) . . . a log' a = log' i =*= constante =^ c. 

Le nombre a étant quelconque, nous pouvons le remplacer par 
X et écrire, comme conséquence de Téquation (6), 

(7) log'x = -. . 

X 

Il suit de là qu'étant donnée la fonction logarithmique 

(8) *• y = log X, 

on a, pour expression générale de la différentielle y, 

X 
X 

i6. La considération des logarithmes conduit très -simplement 
à la différentielle de la fonction x"* *] soit, en effet, 

(i) . . y = x"». 

* Cette considération conduit non moins simplement à la diffërentielle d'an 
produit ou d'un quotient ; soit , par exemple, 

(1) z s= x.y, 

On en déduit 

(2) Iz =: Ix-^-ly, 

et par suite 

/^^ z w y 

(3) - = 1 

z X y 

m 

De là résulte I eo œiiUipliaot» membre à membre^ la première et la dernière 



De là résulte, eu prenant les logarithmes népériens des deux 
membres^ 

ly = mlx, 
et par suite 

y ^ 

Il vient donc immédiatement 

X 

{2), . . . , . y z^ my -^ =^ wi.x"'~*. ;r. 

X 

Si les variables Xy y étaient toutes deux négatives, ou que la 
variable x le fût seule, on pourrait changer leur signe sans altérer 
en rien l'équation (I). Le résultat obtenu est donc tout à fait 
général, bien qu'établi dans Thypothèse où x et t/ seraient tous 
deux positifs. 

3° Fonctions exponentielles, 

i 7. Soit la fonction exponentielle 

W y = a'. 

En prenant les logarithmes népériens des deux membres de 
l'équation (1), on a 

(2) ly =^ x.la. 

De là résulte, conformément à ce qui précède, 

(3) — = xla, 

y 

de ces trois équations , 

Z =z yx -¥- Xy. 

On voit ainsi comment il suffît de recourir au théorème fondamental du 
no 6, pour en déduire^ en quelques lignes, toutes les diflGérentielles obtenues 
successivement dans ce qui précède. 
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11 vient donc, en général, 

(4) y =: yxla = a'.xla, 

el, pour le cas particulier où la base a serait égale au nombre c, 
base du système des logarithmes népériens : 

(5) y = ^,x \ 

i8. Les résultats obtenus pour les différentielles des loga- 
rithmes et des exponentielles conduisent, directement et par voie 
de réciprocité , aux déductions suivantes : 

l"* Étant donnée la relation 

X 

où c est une constante, il suffit d'observer que l'expression c ~ est 
la différentielle de la fonction c Ix, pour en conclure d'une manière 
générale : 

Ay = c^lx, 

* La fouction e* étant supposée développable eu série convergeute , on jxîut 
écrire 

e* = 1 -+- \x -¥■ Agic' -+* Aga?^ -*- etc. 
De là résulte , en différenciant et supprimant le facteur i , 

e« = A, -♦- 2A,a; -♦- SA^r" -+- 4t\^x^ -+- elc. 
Les deux valeurs, ainsi trouvées pour e*, donnent l'identité 
1 -4- AjiP -4- A jO;' -f- Ajo;' + etc. = A, -4- 2Aj,a? -4- ^A^x* -4- ÀA^x^ -4- elc. 
On déduit de là 

A, = 1,A.= — , A, = jj^, A, = — -etc.. 



et par suite 



e.=l+^+^V^-t-elc. 



(HT) 
2^ Étant donnée la relation 

y = ca'.ôt, 

où c et a sont des constantes , il suffit d'observer que le produit 
cax.ût est la différentielle de la fonction ^ a' pour en conclure^ 
comme tout à l'heure, 



.y = - sa'. 



4° Fonctions circulaires, directes et inverses. 

i9. Les fonctions élémentaires qui nous restent à considérer 
sont les fonctions circulaires directes et inverses. Commençons 
par les fonctions directes, et soit, d'abord , 



0). 



y=sm.x. 



Sur la circonférence d'un cercle ayant l'unité pour rayon, et son 
centre en o, prenons Tare am^=^x. Menons 
les rayons oa, ont. Par le point m abais- 
sons sur oa la perpendiculaire mp = sin. x> 
et tirons la tangente mt. 

L'arc X engendré par le point m, étant 
supposé croissant, prenons mt pour repré- 
senter, en direction , sens et grandeur, la 
vitesse totale x qui anime le point m au 
sortir de sa position actuelle. 
Si du point t nous abaissons sur le pro- 
longement de pm la perpendiculaire f6, mh sera la composante de 
la vitesse x dirigée suivant ce prolongement. Or, cette composante 
n'est autre chose que la vitesse ij : il vient donc 




et, comme on a déjà 



y == mby 
X = mty 



(H8) 



il en résulte immédiatement 

mb . , 
y = — X = X. cos X. 

^ mt 

20. Soit, en secondlieu, 

(\) 1/ = cos X. 

Sans rien changera ce qui précède, on a po = co«x, et l'on voit 
que, dans le triangle mht^ le côté ht représente en direction, sens 
et grandeur la composante de la vitesse x parallèle au rayon oa. Il 
s'ensuit que cette composante est la vitesse du point p sur ce même 
rayon , c'est-à-dire y. Observant que la vitesse y est négative, puis- 
que le cosinus y diminue tandis que Tare x augmente , il vient 

y = — 6f, 
on a d'ailleurs comme ci-dessua, 



De là résulte 



mt. 



y = 



bt^ 
mt 



x = 



X sm x. 



21. Soit, en troisième lieu, 



(i). 



Fig. 28. 




. t/ = tg. X. 

Prolongeons le rayon om jusqu'à sa ren- 
contre en n avec la perpendiculaire éle- 
vée en a sur le rayon oa; an et on sont 
respectivement la tangente et la sécante de 
l'arc X. Lorsque cet arc augmente par le 
déplacement continu du point m sur la 
circonférence am, le point n glisse le long 
de ah, de n vers h : soit nh la vitesse actuelle 
qui correspond à ce glissement. Cette vi- 
tesse est évidemment la vitesse y qu'il 
s'agit de déterminer. Elle se décompose 
en deux vitesses simultanées, we, he. 



Tune perpendiculaire au rayon prolonge on, l'autre dirigée sui- 
vant ce même rayon. 

La composante ne étant la vitesse communiquée au point n du 
rayon on par la rotation de ce rayon autour du centre a, eix, 
celle qui anime simultanément le point m dans cette même rota- 
tion, on a, 

ne* 

on' 

mais déjà , et en même temps, l'on a 

y = nh. 
Il vient donc 

f(9\ , , nh X 

(2) y == x.on. — == — . 

ne cos 'ac 

S11 s'agissait de la fonction , 

(3) y = cot. X. 

On aurait, soit en opérant de même et observant qu'en ce cas, 
la vitesse y est négative, soit en remplaçant x par - — x dans les 
résultats qui précèdent : 



sin 'x 

22. Soit; en dernier lieu , 

(1) y = sec. X. 

En se reportant au n"" 21, on voit immédiatement que la vitesse 
du point n sur le rayon on est représentée eh direction, sens et 
grandeur par eh. On a donc 

y = ek 

On a d'ailleurs, comme précédemment, 

ne 
on 

* On ne perdra pas de vue que, par hypothèse, le rayon de Tare x est égal 
à runjté. 



{ *20) 
Il vient donc 

(2) . . . « s= x.on. — = X sec X. Ig ar. 
ne 

S'il s'agissait de la fonction 

(d) *• y = cosec x. 

On aurait, soit en opërant de même et observant qu'en ce cas, 
la vitesse y est négative, soit en remplaçant x par - — x dans les 
résultats qui précèdent, 

(4) .... • y = — •• cosec X. cot x. 

23. En résumé : 

y «&= sin X donne y = x cos x , 

y = cos X 1/ = — X sin Xy 

2/ = tgx y= — , 

cos *x 

y = cotx y = r-r y 

sin 'x 

y rr= sec X y = X. tg X sec X, 

y =s cosec X y = — x cosec x. cot x. 

Réciproquement, et conformément aux règles des n"^ 5 et 7, 

y = X cos X donne Ay s= a sin x , 
y =s — X siri X Ay =s A cos X, 

y«= r Ay = Atgx, 

cos 'x 

X 
y = : r- Ay asss A-COt X, 

•^ sin 'x 

y 8= X sec X tg X Ay = A sec X, 

y = — X cosec x, cot x Ay = a cosec x. 

â4. Considérons actuellement les fonctions circulaires inverses, 
etsoit,d'aI^rd, 

(I) y = arc sin x. 



(m ) 

De )& résulte 

X = sîny, 

et par suite 

X =ss y cos y ^ss y )/\ — x*. 

II vient donc : 

'"•••■•■ ^-vm- 

Si l'on voulait opérer directement , il suffirait de se reporter 
au n® 19. On observerait que, dans le cas dont il s'agit ici, on a, 
d'une part, 

y = mty 

et, d'autre part, 

X = w6. 

De la résulte immédiatement 



. mt X X 

mb po l/\ x^ 



.« 



25. Les procédés du nP 24 s'appliquent, de la même façon, aux 
autres fonctions circulaires, inverses des premières. Bornons-nous 
à résumer les résultats dans les tableaux suivants : 

X 

y = arc sm x donne y =s — . , 

X 

V ss arc cos or v = — — ' , 

y^"""»^ y= rfl?' 

y = arc cot X t) = _ , 

^ . \-\-x^ 

X 

y = arc sec a: y =ï r==: > 

xl/x' — l 

y = arc cosec x y = — ^ . 

xVx'^X 



( «23 ) 
Réciproquement, et conformëment aux règles des n** 5 et 7, 

X 

y = . donne Ay == & arc sin x, 

QC 

y = — Ay = A arc cos X, 

Kl—x* 

y = :; ? Ay = A arc tg x, 

1 -♦- X 

X 

« -55 — . ...... Atf ses A arc COt X, . 

i -♦- X* 

y — : Ay as A arc sec X, 

xK?^^ 

x 

y = === AI/ = A are cosec x. 

^ x»/^?^IÏ 



CHAPITRE III. 

EXTENSION GÉNÉRALE DES RÈGLES ÉTABLIES POUR LA DIFTÉREN- 
TIATION DES FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES. 



Différentielles des fonctions de fonction. 
26. Soit .une fonction quelconque 

De là résulte, en général, 

y = n^)' X' 

La fonction f (x) est complètement déterminée par cela seul 
qu'elle exprime , pour une fonction donnée , y = /" (ar) , le rapport 
des vitesses correspondantes et simultanées t/, x. Elle prend, par 



( 123 ) 

rapport à la fonction dont elle dérive ainsi ^ ]e nom de fonction 
dérivée. On rappelle son origine et en même temps on la dis- 
tingue de la fonction primitive, en lui attribuant la même carac- 
téristique affectée d'un accent. 

Cela posé, soit y une fonction de x déterminée parles équations 
simultanées 

y = F(tO, u =» <r{x). 
De la résulte 

{i). ...... y. = F[y(a;)], 

et il s'agit d'établir la relation existant entre les vitesses simulta- 
nées iy^ X. On a directement, 

y = F'(w) w, û = /(x). i, 

et, par suite, 

(2) y == F(u), f'(x) X. 

Ce résultat peut s'exprimer généralement comme il suit : 

La différentielle d'une fonction de fonction s'obtient en prenant 
la dérivée de la fonction principale par rapport à la fonction 
secondaire considérée comme simple variable, et en multipliant 
cette dérivée par la différentielle de la fonction secondaire, 

La règle que nous venons de formuler s'étend d'elle-même au 
cas où la fonction dite secondaire serait une fonction de fonction, 
et, ainsi de suite indéfiniment. 

Différentiation des fonctions composées *. 

NB, — Au lieu de procéder comme il suit , il est plus simple de passer les 
no» 27, 28, et d'intercaler, à leur place, le n» 58. 

27. Soit z une fonction composée ou complexe, dépendant à la 
* Sî Ton yeut abréger et s'en tenir exclusivement aux ressources offertes 
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fois de deux variables x, y, et représcntëe par 
(1). ...... z = f{Xy y). 

On demande de déterminer la différentielle i pour le cas général 
où les deux grandeurs x, y varient simultanément. 

Désignons par A la surface que l'équation (1) détermine par 
rapport à trois axes coordonnés OX, OY, OZ. 

Soit, 

C une ligne tracée sur la surface A et prise pour génératrice de 
cette surface; 

m un point mobile assujetti à glisser sur la ligne G pendant la 
génération de la surface A ; 

u la vitesse attribuée au point m sur la ligne C. 

Dans le déplacement continu de la ligne C, deux cas sont possi- 
bles, selon que cette ligne change de position sans changer de 
forme 9 ou qu'elle change en même temps de forme et de posî^ 
tion. 

Supposons d'abord la ligne C de forme invariable. 

En ce cas, on peut toujours et, à chaque instant, considérer le 
mouvement de la ligne G comme se composant de deux mouve- 
ments simultanés et distincts , Fun de rotation autour du point m, 
l'autre de translation ^ Soit t; la vitesse actuelle du point m sur 



par la géométrie plane, on peul, avec avantage, remplacer le n«> 27 par le 
n«38. 

^ Soit M le point de la ligne G qui coïncide avec le point m à Vinstant que 
Con considère y et D| la touchante en ce point. Représentons~nous les rayons 
vecteurs allant du point a^ aux autres points de la ligne G. Lorsque la ligne G 
change de position sans changer de forme, ces rayons forment, avec la ligne G 
et la droite D|, un système invariable. Lorsque la ligne G change de forme en 
même temps que de position, on peut dire de la droite D ce que nous avons 
dit plus haut de la ligne G, à savoir, que la droite D| est animée de deux mou- 
vements simultanés, Tun de rotation autour du point m, l'autre de translation. 
S'agit-il ensuite de la ligne G? Pour tenir compte à la fois des deux change- 
ments qu'elle subit à partir de Hnstant considéré, il suifit d'attribuer à cha- 
cun des rayons vecteurs allant du point At aux autres points de la ligne C, 
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la surface A. Celte vitesse ne peut ëvidemiueiit dépendre en aucune 
façon de la rotation de la ligne C autour du point m. Il s'ensuit 
donc qu'elle résulte exclusivement de la translation mentionnée 
ci-dessus et du glissement du point m sur la ligne C. 

Supposons, en second lieu, que la ligne G change de forme en 
même temps qu'elle change de position. 

D étant la directrice du point m sur la ligne G , il suffit de sub- 
stituer à la ligne C la droite D pour que les mêmes déductions 
soient littéralement applicables et subsistent ainsi généralement 

Désignons par m- le point de la ligne C qui coïncide avec le 
point m à Finstant que Ton considère. Les composantes de la vi- 
tesse V sont dirigées respectivement, l'une suivant la tangente à 
la trajectoire du point /k, l'autre suivant la tangente à la ligne G. 
Soit P le plan déterminé par ces deux tangentes, et T la droite sui- 
vant laquelle est dirigée la vitesse v. Il est visible que la droite T 
est nécessairement située dans le plan P. On voit d'ailleurs que, 
suivant la valeur attribuée à la vitesse u du point m sur la ligne G, 
la droite T peut prendre dans le plan P toutes les directions ima- 
ginables. De là résulte évidemment la conclusion suivante : 

Les tangentes à toutes les lignes tracées sur la surface A et pas- 

i^ rétat de mouvement de la droite Di ; â» un certain glissement sur lui-même *; 
5<> une rotation particulière autour du point V* 

Gela posé, il est visible que la vitesse du point m, au sortir du lieu fj^j n'est 
modifiée ni en grandeur ni en direction par le changement de fonne de la 
ligne G. Gette vitesse est la même que si, à partir de rinstant considéré, la 
ligne G persistait dans la forme qu'elle affecte à ce même instant. Elle est 
la même que si le point m sortait du lieu M en glissant sur la droite Di avec le 
degré de rapidité qu'on lui attribue sur la ligne G. Ces simples remarques per« 
mettent de considérer le cas oit la ligne G change en même temps de forme et 
de position, comme immédiatement réductible à celui où cette ligne change 
de position sans changer de forme. 

" Ce glissement correspond, pour chaque rayon vecteur, au changement de gran- 
deur qu'il peut avoir à subir, comme conséquence du changement de forme de la 
ligne G. On ne perdra pas de vue que l'état de mouvement de la droite D| se compose 
d'une rotation autour du point \l et -d'une translation qui n'est autre que la vitesse 
actuelle de ce point rendue commune à tous les autres. 
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mul par le point m sont situées , en général , dans un seul et même 
plan ^ 

Sans rien changer à ce qui précède, soient x, y, z les coordon- 
nées du point m. Les composantes de la vitesse v parallèles aux 
axes OX. OY, OZ, sont respectivement ôt, y, i. Considérons les 
deux sections s, s' faites en m parallèlement aux plans des zx et 
des zy, D, D' étant les droites qui touchent en m les sections s, s', 
nous savons que le plan de ces droites contient la direction de la 
vitesse v, et qu'en conséquence 5 cette vitesse est décomposable en 
deux autres a, a' respectivement dirigées, Tune suivant la droite D, 
Tautre suivant la droite D'. Si nous désignons par i^^ la valeur 
déduite de l'équation (i) en opérant sur z dans l'hypothèse y == 
constante, il est visible que la vitesse a se décompose en deux 
autres, l'une x, l'autre i,. Si nous désignons de même par i, la 
valeur déduite de l'équation (i) en opérant sur jz dans l'hypothèse 
X = constante , il est visible que la vitesse a' se décompose en 
deux autres Tune y, l'autre Zy, Concluons que la composante de 
la vitesse v parallèle à oz peut être exprimée indifféremment soit 
par i, soit parla somme algébrique^des deux vitesses simultanées 
i, et Zy, De là résulte immédiatement 

(2). . . . z = z,-*- Zy = xf;(x,y) + yfy'(x,y)\ 

L'équation (i), impliquant comme conséquence Téquation (2), il 
en résulte, pour les jfbnctîons composées ou complexes , une règle 

^ La déHKmstrati0Q suppose qu'H y a contiffliité autour du point ft. Ëlie 
suppose , en outre , que , dans la génératioB de la smfaee A par la ligae 0, le 
point M est animé d^une certaine vitesse, différente de zéro et non dirigée sm- 
vaut la géaératrioe. On voit aisànentque ces conditions sobsistent en général^ 
et qu^eUes ne peuvent cesser d'être rempties qu'en certains points singuliers 
de la surface A. 

* Dans les expressions de la forme 

Zmy U{3C,y), ây, fy'{x, y), 

rindice inférieur exprime celle des variables à laquelle Topération «iécUiée se 
rapporte, les autres variables étast oonsiidérées comme constantes. 



générale qui se combine arec les précédentes et comprend ainsi 
tous les cas possibles d'application. Cette règle peut s'énoncer 
comme il suit : 

La différentielle d'une fonction composée ou complexe est la 
somme des différentielles qu'on obtient en distinguant dans la 
fonction ses éléments variables y et en opérant successivement 
pour chaque élément distinct y commue s'il était seul variable^ 
tandis que tous les autres sont supposés constants ^ 

* Le procédé foarni par la méthode des limites conduit directement et très- 
simplement à ce résultat. 

Observons d'abord que la limite du produit de plusieurs facteurs est égale 
au produit des limites respectives de ces mêmes facteurs. 

Gela posé, soit la relation générale 

0) z = r(x, y). 

Par hypothèse les grandeurs x , y varient en même temps et avec coutK- 
iHiilÀ I>e là résulte entre œs grandeurs une relation qui peut é|re détermi- 
née ou arbitraire, mais qui , dans tous les cas, peut s'exprimer de la manière 
suivante: 

(2) « = f(x). 

L'équation (i) devient, eu égard à Téquation (2), 

t3) « — /Xa?, f{x) = F(a?), 

et Ton en déduit, conformément à la formule (2) du n^ 8, 

% AF(a?) ,. f(x•¥'àx,y-^^y)—f(X'*-^x,y)-^f{x-^^x,y)—f{x,y) 
-7 = lim "^ — = lim • -— ' ■ • 

X àX AX 

De là résulte, en premier lieu, 
à ,. f{a>^àx,y^^y)-f{x^Ax,y) ày ,. f{x^ àx,y)'-f{x,y) 

X â^y aX aX, 

en second lieu, 

l = ^^f;(x,y) -^ f/(œ,y), 
X x 

et, par suite, 

(4) z =zy fy'{x,y)-{' x.fj{x,y). 

Veut -on déduire de l'équation (4) la propriété caractéristique du i^ 
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Montrons par un exemple comment la règle qui >ient d'être 
formulée se combine avec celle du n^ â6 , et ramène ainsi toutes 
les opérations du calcul différentiel à la différcntiation des fonc- 
tions élémentaire^. 

Soit 

y = X* sin Ixy 

l étant la caractéristique du système des logarithmes népériens. 
Si nous posons 

y ssz x' sin ti, 

Ungent? Il saffit de se reporter à la sarface représentée par réquation (1) 
daus un système quelconque d'axes coordonnés, et de considérer, pour un 
même point quelconque m de cette surface , les trois tangentes situées res- 
pectivement, la première dans un plan parallèle waxzx, la deuxième dans 
un plan parallèle aux zy, la troisième dans un plan quelconque intermé- 
diaire. 

Transportons Torigine au point m et, sur la dernière des trois tangentes 
mentionnées tout à Theure, prenons un point n, dont les coordonnées soient 
respectivement z=^z, y = y, x=sx,X Tabscisse x correspond pour la pre- 
mière tangente une ordonnée i« déterminée par la relation 

i» = X fi {x, y); 

à Tabscisse y correspond de même pour la deuxième tangente une or- 
donnée hy déterminée par la relation 

Zs^yfi(x,y), 

Cela posé, il est aisé de voir que la relation générale 

s = i, -♦- J5y 

résultant de réquation (4), Implique comme conséquence immédiate la dé- 
duction suivante : 

Les trois tangentes considérées sont dans un seul et même plan. On voit 
d'ailleurs qu'en disposant du rapport ^, on peut changer comme on veut la 
position du plan intermédiaire dans lequel est située la troisième tangente. 
De là donc résulte aussi cet énoncé général : 

Le plan tangent en un point dune surface contient, en général,' les tan^ 
{fentes à toutes les courbes tracées' sur la surface et passant par ce point. 
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nous en déduirons d'une manière générale 

y = i-2x*"~* sin u -♦- i. x^. Ix, siu w. 4- wx- cos w. 

De là résulte, en remplaçant z par x, et w par Ixy 

y = X (x* sin /x -f- x* /x. sin /x -f- x*~* cos /x). 

28. Soit une surface A; un point de cette surface; OX, OY, 
OZ , trois droites menées par le point et 
non situées dans un même plan ; OL une 
droite quelconque tracée par le point 
dans le plan XOY. 

Prenons les droites OX, OY,' OZ pour 
axes coordonnés, et, considérant les sec- 
tions faites dans la surface A par les plans 
ZOX, ZOY, ZOL, désignons-les respective- 
ment la 1'* par Z,, la â"» par Z,,, la der- 
nière par Z{. 

Soient m,, m^^ nit trois points qui partent en même temps du 
point et qui décrivent simultanément, le l"la section Z., le 
2"« la section Z„ le 3"* la section Z^. 

Le mouvement de ces trois points pouvant être quelconque, 
supposons -le réglé de manière que les points m^, m^, m, aient 
toujours même projection, les deux premiers sur Taxe des x, les 
deux derniers sur Taxe des y. 

Concevons trois droites mobiles T^ T^,, T| assujetties à rester pa- 
rallèles au plan ZOX et à toucher la surface A, la droite T, en m^, 
la droite Ty en m^, la droite T^ en m,. 

* Xy y étant les coordonnées du point nii dans le plan XOY, et 
iZ Tangle que la droite T| fait avec Taxe des x, on a généralement 

(U * = f{^» y)' 

De là résulte, conformément à l'équation (â) du numéro qui pré- 
cède : 

i) 
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à = «, ^-' ij, = a; ç,(x, y) -^ y^y [x, y) \ 

Appliquée au point , Fëquation (2) exprime la propriété sui- 
vante : 

A l'origine commune du déplacement simultané des trois points 
nij,, m^, n)/, la vitesse angulaire de la tangente T/ est la somme 
des vitesses angulaires des tangentes T« et Ty. 



Résumé des résultats précédents. 

29. Les notions qui précèdent suïlîsent pour que, dans le cas 
d'une fonction quelconque simple ou composée, 

F(x, y, z, ....) «s V = 0, 

on puisse déterminer la relation correspondante. 

flcVl -4-. yVy -f- iV^ -I- etc. = 0. 
Elles suffisent également pour que, étant donnée la relation 

(0 y = X f(oc), 

on puisse en déduire la relation réciproque 
(2) Ay « A f{x), 

* Soit t; la vitesse actuelle du point nu sur sa trajectoire; 

X, y, les composantes de la vitesse v dans le plan XOY; 

/jt. le point de la surface A qui coïncide avec le point tni, à l'instant 
que Ton considère j 

Sx , Sy les sections que déterminent, dans la surface A , deux plans 
menés par le point a* , l'un parallèlement aux zx , l'autre paral- 
lèlement aux zy. 

Cela posé, voici quelle est la signification précise et générale des sym- 
boles âx, ây. 

àx est la valeur affectée par « dans T hypothèse oîi le point m^ sortirait du 
lieu M suivant la section Sx , la vitesse x n'étant pas changée. 

ày est la valeur affectée par à dam Vhypothèse où le point mi sortirait du 
lieu fj- suivant la section Sy, la vitesse if n'étant pas changée. 
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toutes les l'ois que riuspectioii de la dérivée ^ {x) permet de recon- 
naître la fonction primitive correspondante f{x). 

Pour compléter cette dernière solution, nous allons montrer 
comment on peut, dans tous les cas, déduire de Féquatiou (i), 
sinon Féquation (â)^ du moins une représentation géométrique 
équivalente. 

f (x) étant, par hypothèse , une fonction de la variable x entiè- 
rement connue, imaginons qu'elle représente l'ordonnée z d'une 
courbe rapportée à des axes coordonnés rectangulaires et ayant 
pour équation 

z = f (x). 



Fig. 30. 



Soit BE cette courbe; si l'on désigne par (t l'aire comprise entre 
la courbe BE, l'axe des x et deux 
ordonnées, l'une fiKC^ l'autre mo- 
bile, on a généralement ^ 

<T = xz = J:,f(x). 

De là résulte en vertu de l'équa- 
X tion(i) 

y ^ à. 




' Soit oam un triangle limité par deux droites fixes oa, am et par une 
dfôite om, mobile auloui- du point o. (Voir la fig. 31, page suivante.) 

U étant la surface du triangle oam, h la perpendiculaire abaissée du iwint 
o sur la base am, et a; cette base, on a généralement. 



U = 



/w; 



De là résulte, conformément à la règle 3 du numéro 5, 



ù = iî. 



Représentons par mmf la vitesse x du point m et achevons le triangle 
mm'm"y dont les eètés mnif\ m'm" sont respectivement dirigés, Tun perpen- 
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et, conséquemiuent , 

^y = Acr. 

Mais d'un autre côte, si les valeurs extrêmes attribuées à la va- 
riable sont X, x' et qu'on prenne op=x, op'==x\ on a, en dési- 
gnant par mpy mp' les ordonnées correspondantes, 

Aff = pmm'p\ 

Il vient donc aussi comme équivalent géométrique de l'équa- 
tion (2) 

^y = aire (pmm'p'). 



Fig. 81, 



dicalairemeut, l'autre parallèlement à la droite ow. Si nous tirons les droites 
om\ om'\ il est visible que les triangles omm\ omm'' sont équiyalenls, puis- 
qu'ils ont même base oi», et leurs som- 
mets I»', m" situés sur une même 
droite parallèle à cette base. De là ré- 
sulte en premier lieu la conséquence 
suivante : 

La vitesse Û ayant pour expression 
numérique le produit ^ , on peut la 
représenter indifféremment par taire 
de Vun ou Vautre des triangles omm', 
omm". 

Prenons pour expression de la vitesse 
Ù Taire du triangle omm'^ et observons 
que, dans ce triangle, la base mm'^ est 
la vitesse de circulation communiquée 
au point m par la rotation de la droite 
om autour du point o. 
Soit obn un second triangle limité comme le premier, avec celte seule 
différence que la droite àm est i-emplacée par la droite bn : nn" étant la vi- 
tesse de circulation communiquée au point n par la rotation de la droite om 
autour du point o , il est clair que la vitesse d'accroissement de l'aire obn est 
représentée par le triangle omV\ en même temps et de la même manière que 
la vitesse Ù est représentée par l'aire omm". 

Concluons qu'en désignant par g l'aire du quadrilatère awn6, on a, pour 
expression de la vitesse à, l'aire du trapèze mm'Vn, 

Ce résultat est indépendant des directions suivies par les points m et h à 
l'origine de leur déplacement simultané. 11 s'étend de lui-même au cas oii 
4es droites ant; bn seraient remplacées par des courbes quelconques situées 
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CHAPITRE IV. 

DIFFÉRENTIELLES DES ORDRES SUPÉRIEURS. 

50. Soit 

(I) ...... . y = f{x), 

une fonction quelconque de la variable x. Nous savons qu*en de- 
dans un même plan et passant, Pmie par le point m, Tautre par le point n. 
Il est donc tout à fait général , et Ton peut, en conséquence, le formuler comme 
il suit : 

Za différentielle de faire engendrée par un segment de droite mobile 
dans un plan est égaie au produit de ce segment par la vitesse de circula- 
tion de son point milieu. 

Cet énoncé général comprend le cas particulier oii la droite mobile se meut 

par translation. On peut d'ailleurs prendre ce cas à part et le traiter directement. 

Soit z une ordonnée mobile dans un plan et limitée par deux droites fixes 

ab, cd. L'ordonnée «, représentée par twp, se 

^* * meut en restant perpendiculaire à la droite cd, 

J^ Elle engendre ainsi Taire trapézoïdale ampc. Soit 

/ -m^^y^^ : <y cette aire et li une droite menée par le point m 

parallèlement à cd. 
^ ^ i L'ordonnée z croît ou décroît selon qu'elle se 

I j meut de gauche à droite, ou de droite à gauche 

^ au sortir du lieu quelconque mp. Dans le premier 

cas, la vitesse à ne peut être inférieure à x.z : elle est donc égale ou supé- 
rieure à ce produit. Supposons la i*eprésenlée par (z-^nj) i : i\ en résulte 
évidemment que, dans le second cas, elle est exprimée en grandeur par 
(s— )j) X. Cela posé, imaginons qu'après avoir fait croître l'aire a d'une quan- 
tité quelconque ^tr, on la fasse décroître de cette même quantité, l'ordonnée 
z et la vitesse x repassant en sens inverse par les mêmes valeurs. Lhypoihèse 
admise implique cette conséquence absurde que les longueurs engmidrées 
simultanément par deux points, respectivement animés, l'un d'une vitesse 
plus grande (z-^-yi) x, l'autre d'i|iie vitesse moins grande (;s— if) x, sont 
égales entre elles. Concluons qu'on a nécessairement )} = o, et par suite, 

(7 = ZX, 

L'extension que cette formule comporle est d'ailleurs évidente. 
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signant par y, x les différentielles coprespondautes, on a généra - 
Icracnt 

(2) if = i re- 
considérées en elles-mêmes, les grandeurs y^ x ne diffèrent en 
rien des grandeurs ordinaires susceptibles d'être soumises au 
calcul. On peut donc leur appliquer toutes les déductions qui pré- 
cèdent et opérer sur elles, par voie de différentiation, comme on 
la fait d'abord sur les grandeurs données y et x. 

Les différentielles des grandeurs y, x, sont dites différentielles 
du second ordre y par rapport aux grandeurs primitives y, x; on 
les distingue par un redoublement du point mis en surcharge ou 
de la lettre d. Il vient ainsi 

dy = y = d.dy, rfx = x = rf.rfx, 

el plus simplement 

dy ^^ y s= d^y ^ di t^ ôt ^bs d^x. 

On déduit d'ailleurs de Téquation (2) 

(5). .'. . . y = X f'{x) H- x'.n^). 

f" (x) étant la dérivée de /"' (x) ou, ce qui revient au même, la 
dérivée seconde de /"(x). 

Le même ordre d'idées, constamment poursuivi, conduit des 
différentielles du second ordre à celles du troisième, de celles-ci 
aux différentielles du quatrième ordre, et ainsi de suite indéfini- 
ment. Les signes adoptés pour représenter ces différentielles suc- 
cessives résultent d'ailleurs de Tapplication toujours répétée des 
conventions premières. Il vient ainsi 

dy =zy Bss d,dhf «s rf»y, dx es x e» rf.cPx s=ft5 «Px, 

vi généralement, 

d"y r= dd"-'yy ' rf"x«rf,rf-V, 
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On a en même temps, comme conséquence de Tëquation (3), 

(4) . . . y=ïf(x) + Sii^n^) + x»/-'"(x), 

et ainsi de suite indéfiniment. 

31. Lorsque la variable x est indépendante et qu'on en dispose 
en la faisant croître ou décroître d'une manière uniforme, on a 

X == cons**, 
et par suite 

X i= 0. 

Il vient alors très-simplement 

et en général 

(5) . . . . d"y t=: X". f"(x) « dx\ f"{x). 
De là résulte 

'»' '^w-S- 

le rapport des deux grandeurs d*t/ et c/x* étant précisément égal 
à la dérivée de Tordre n, f^{x). 

Lorsque la variable x n'est pas uniformément croissante ou dé- 
croissante, réquation (6) cesse d'être vraie pour toute valeur de 
n supérieure au nombre 1. Néanmoins on*. est convenu de consi- 
dérer comme équivalentes les deux expressions f*{x) et (^). En 
ce cas, il ne f^ut plus voir dans la dernière de ces expressions le 
quotient des deux grandeurs d"t/ et rfx", mais seulement un sym- 
bole ou ces deux grandeurs figurent à la fois, sans pouvoir se sé- 
parer Tune de l'autre, et qui, par suite de la convention adoptée, 
ne représente pas autre chose que la dérivée /""(x). 
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Du changement de la variable indépendante, 

52. On suppose une formule établie dans Fhypothèse où la 
variable x, considérée comme indépendante, a été assujettie à 
croître ou à décroître uniformément. Les dérivées successives 
f\x)y /""(x), /'"(x) etc., entrant comme parties constituantes de 
la formule dont il s'agit , le problème à résoudre consiste à déter- 
miner les expressions qu'il faut mettre à la place de ces dérivées 
pour transformer cette même formule et la rendre applicable au 
cas général où la variable x croît ou décroît d'une manière quel- 
conque. 

Partons de Téquation 

(«) /"w = |; 

X 

qui subsiste dans tous les cas. On en déduit par la dilTérentiatiôn 

rff (X) = ir>j = rf4 = ^^^ , 

X X 

et de là résulte immédiatement 

x'y — ifx dx d^y — dy d^x 



(2). . . /•» = 
On a de même 



t/x» 



\ , xy — yic 1 dxd*y — dyd^x 
(3) . f x==-^d—^- =-. d. — , 

et ainsi de suite indéfiniment. 
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CHAPITRE V. 

EXTENSION DES RÈGLES PRÉCÉDENTES AUX FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES. 

NB. — Au lieu de procéder comme il suit , il est beaucoup plus simple de 
passer les n»^ 33 , 34 , 33 et d'intercaler à leur place le n» 59. 



i^ Théorème des tangentes réciproques *. 

33. Soit une surface A, un point de cette surface, P le plan 
tangent en ce points OZ la normale, OX, OY, OL trois droites 
menées par le point et situées dans le plan P. (Voir fig. 29, 
n"» 28, page i 29.) 

Prenons les droites OX, OY, OZ pour axes coordonnés, et 
considérant les sections faites dans la surface A par les plans 
ZOX, ZOY, ZOL, désignons-les respectivement la i'* par N;^, la 
2"« par Ny, la 3"»« par N,. 

Soient m^, my, nii trois points qui partent en même temps du 
point et qui décrivent simultanément, le i'' la section N«, le 
2"'» la section Ny, le 3"* la section N,. 

Le mouvement de ces trois points pouvant être quelconque, 
supposons-le réglé d'après les conditions suivantes : 

i® Les vitesses des points m,, m^ ont même composante x sui- 
vant Taxe des x. 

2^ Les vitesses des points my, nii ont même composante y sui- 
vant Taxe des y. 

Concevons trois droites mobiles T,, Ty, T^ assujetties à rester 

^ On peut supprimer les numéros 33, 34 et 35, en les remplaçant tous 
trois par le n« 39. La marche devient ainsi plus rapide et plus simple. Elle 
oflfre, en outre, Tavantage de ne point exiger d'autres ressources que celles qui 
s'empruntent à la géoméirie plane. 
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parallèles au plan ZOX, et à toucheria surface A, la droite T« en 
m,, la droite Ty en m^, la droite T, en nii. 

ûc étant Tangle qu'une droite quelconque T, tangente à la sur- 
face A et parallèle au plan ZOX, fait avec Taxe des x^ on a 
généralement 

(^) « == ?(^, y). 

De là résulte, conformément aux déductions des n"* 27 et 28, 
(2) à = à/+ 6i,\ 

Appliquée au point 0, Féquation (2) exprime qu'à l'origine 
commune du déplacement simultané des trois points m,, m, , m^ , 
la vitesse angulaire de la tangente T| est égale à la somme des 
^vitesses angulaires des tangentes T, et Ty. Il s'ensuit que la sépa- 
ration des points m,, nii s'eflFectue, au sortir du lieu 0, comme 
s'ils se mouvaient simultanément avec la vitesse commune x sur 
deux droites distinctes, et qu'en même temps ces deux droites, 
d'abord confondues en OX, s'écartassent Tune de l'autre avec la 
vitesse y et tournassent parallèlement au plan ZOX, Tune autour 
du point m^ avec la vitesse a^» l'autre autour du point Mi avec la 
vitesse à^ -♦- 4:^, 

Désignons par U une droite assujettie à toucher en m^ la sui^ 
face A et à rester parallèle au plan ZOY, 

De même qu'en se séparant du point le point m^ détermine 
la direction première de la tangente U, de même en s'écartant 
l'un de l'autre au sortir du lieu 0, les points w^, m^ déterminent 
la vitesse angulaire de cette même tangente, à Torigine de son 
déplacement* Il est évident que cette vitesse angulaire ne peut 
dépendre en aucune façon de la rotation à^ commune aux deux 
droites T, et T,. Concluons qu'elle résulte exclusivement du mou- 

* Cette équation peut s'établir directement à priori par un procédé ana- 
logue à celui dont nous avons fait usage pour démontrer la propriété fonda- 
mentale du plan tangent. 11 est plus simple de la déduire, comme on Ta fôU 

au n" 28, du théorème général fondé sur cette même propriété. 



Fig. 33. 
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vement relatif de ces deux droites, c'est-à-dire de la translation y 

de la droite T| et de la rotation ôy avec laquelle la droite T{ s'ëcarte 

angulairement de la droite T.. 

Gela posé, considérons une droite dirigée d'abord suivant OX, 
et sortant de cette position par un dou- 
ble mouvement de translation et de rota- 
tion, la translation s'effectuant suivant 
Taxe des y avec la vitesse y et la rotation 
autour du point m, avec la vitesse ây. 

Soit n un point de cette droite pris à 
la distance x du point et C Tangle anp 
que fait avec Taxe des y la direction sui- 
vie par le point n à Torigine du déplace- 
ment de la droite mobile. Les compo- 
santes de la vitesse du point n étant 

rectangulaires et représentées respectivement Tune par an = y, 

Taulre par ap ^=s^ x ây, on a éviderument 




(5) 



tang C 



X, -T' 



Soit D la droite déterminée par cette direction. Lorsque le point 
n est considéré comme se déplaçant sur la droite OX par rapport 
au point 0^ ou , ce qui revient au méme^ lorsque le point est con- 
sidéré comme se déplaçant sur la droite OX par rapport au point 
n, la droite D tourne avec une vitesse angulaire è, qu'il est facile 
de déterminer au moyen de Téquation (3). Il suffit pour cela 
d'opérer sur celte équation en y considérant les deux vitesses 
y et ày comme constantes et les grandeurs x et tf comme variables. 
De là résulte, conformément à la règle (2) du n° 2i , 



(4) 



y 



* On peut parvenir à cette équation , soit comme nous Undiquons ici , soit 
(directement et par voie purement géométrique. 



t ^40) 

Supposons que le point n coïncide avec le point et qu'il sortie 
de cette position en glissant suivant OX avec la vitesse x : Tangle 
C étant nul, l'équation (4) devient 

(S) y^, = xà,. 

Mais alors, de même que le point n se confond avec le point m, 
et la droite D avec la tangente U , de même aussi la vitesse angu- 
laire àg est celle de cette même tangente à Torigine de son dépla- 
cement. 

Prenons la droite OL (fig. â9) de manière qu'elle divise en deux 
parties égales Tangle XOY. Il vient en ce cas x sss tjr, et l'équation (5) 
donne en conséquence 

(6) i = V 

Traduite en langage ordinaire, l'équation (6) exprime une pro- 
priété curieuse qui comporte de nombreuses applications et qu'on 
peut énoncer comme il suit : 

Soit P un plan tangent en à une surface Â; OX, OY les traces 
sur le plan P de deux sections normales N., N,. Nous désignons 
sous le nom de tangentes réciproques deux tangentes conjuguées 
entre elles et respectivement assujetties, l'une à rester parallèle 
au plan de la section N. tandis que son point de contact glisse sur 
la section N,, l'autre à rester parallèle au plan de la section Ny 
tandis que son point de contact glisse sur la section N«. 

Gela posé, voici l'énoncé dont il s'agit : 

Lorsque deux tangentes réciproques sortent en même temps et 
avec une égale vitesse des sections normales qui les déterminent, 
leurs rotations autour des directions qu'elles suivent respective- 
ment sont égales et de signe contraire *. 

* Lorsqa'un solide touroe autour d'un axe, on représente sa vitesse de 
rotation par ane portion de Taxe égale en longueur à la grandeur de cette 
même vitesse. Ou tient compte du sens en fixant sur un point quelconque de 
l'axe Torigine de la longueur prise pour mesure de la vitesse et portant cette 
longueur du côté oii la rotation s'effectue de gauche à droite pour un obser- 
vateur placé le long de Taxe, les pieds à ï origine. 

On observera que Tégatité des vitesses angulaires à, , fy implique celle des 
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54. Le théorème que nous venons d'énoncer peut s'établir à 
priori de plusieurs façons différentes. Bornons-nous à ^i donner 
ici une seconde démonstration *. 

Sans rien changer à ce qui précède , supposons Taxe OX déter- 
miné de manière à coïncider avec la caractéristique du plan P, 
cette caractéristique étant prise dans Thypothèse où le plan P se 
déplace en touchant la surface Â le long de la section N, **. A , 
Torigine de son déplacement, la tangente Ty est animée de deux 
mouvements simultanés, l'un de translation s'effectuant avec la 
vilcsse y, l'autre de rotation autour de la caractéristique OX. Ces 
deux mouvements n'altérant en rien la direction de la tangente Ty, 
il s'ensuit que Ton a nécessairement 



De là résulte la conséquence suivante : 

La séparation des points m,, mi s'effectue, au sortir du lieu 0, 
comme s'ils se mouvaient simultanément, avec la vitesse com- 
mune X sur deux droites distinctes , et qu'en même temps ces . 
deux droites, d'abord confondues en OX, s'écartasseiit l'une de 
l'autre avec la vitesse y et tournassent parallèlemeiit au plan ZOX , 
Tune autour du point m^, l'autre autour du point m^, toutes deux 
d'ailleurs avec une seule et mémo vitesse à,. 

rotations introduites au lieu de ces vitesses dans l'énoncé donné comme tra- 
duction de réquation (6). Pour le voir, il sulfit de faire les remarques sui^^ntes : 

1» La vitesse ây résulte d'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au 
plan ZOX. Elle équivaut, en ce qui concerne la tangente Ty, à la rotation ' 
«y : sin XOY autour de l'axe OY ; 

2« La vitesse Ce résuke d'une rotation autour d'un axe perpendiculaire au 
plan ZOY. Elle équivaut , en ce qui concerne la tangente U , à la rotation 
èz : sin XOY autour de l'axe OX. 

Il est clair, en effet, que l'égalité des vitesses angulaires ày et 4 implique 
celle des rotations équivalentes «y : sin XOY, 4- sin XOY. 

* Nous renvoyons aux applications géométriques pour d'autres démonstra- 
tions , moins directes peut-être, mais plus rapides et plus simples. 

" Ou sait que ce déplacement comimence par rotation autoui* d'une droite 
passant par le point et située dans le plan P. C'est cette droite qu'on dé- 
signe sous le nom de caractéristique. 
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L'identité, qui 8*ëtab)it ainsi de part et d'autre, montre ëvidem- 
roent qu'à Torigine du déplacement de la tangente U, la vitesse 
angulaire de cette tangente est égale & zéro. On a donc, comme con- 
séquence deTéqualion (1): 

(2) ff, = 0. 

Plaçons -nous dans Thypothése où le plan P se déplace en 
touchant la surface A le long de la section N^, et cherchons ce que 
devient alors sa caractéristique. Pour reconnaître qu'elle coïncide 
avec Taxe OY, il suffit d'observer qu'en ce cas l'équation (2) sub- 
siste nécessairement, tandis que pour toute autre position cette 
même équation deviendrait impossible ^ Concluons que l'équa- 
tion (2) subsistant comme conséquence de Téquation (1), il y a de 
part et d'autre réciprocité complète, c'est-à-dire que si , d une part, 
l'axe OX est la caractéristique du plan P pour un déplacement du 
point de contact dirigé suivant l'axe OY, réciproquement l'axe OY 
est la caractéristique du plan P pour un déplacement du point de 
contact dirigé suivant l'axe OX. Liées entre elles d'après ces condi- 
tions les deux caractéristiques OX , OY prennent le nom de carac- 
téristiques conjuguées. 

Gela posé^ considérons les tangentes réciproques déterminées par 
les sections normales N«^ Nj fig. 34. L'une est parallèle au plan N^ 
et son point de contact glisse suivant N^^* L'autre est parallèle au 
plan N^ et son point de contact glisse suivant N^. 

S'agit-il d'abord de la première? à l'origine de son déplacement , 
elle a même mouvement angulaire que l'intersection du plan N, 
avec le plan P supposé mobile le long de la section Nx et tournant, 
en conséquence 9 autour de la caractéristique oY. 

Soit m^ le point de contact supposé mobile suivant la section 
Njp et i; la vitesse de ce point au sortir du lieu o. Si nous repré- 
sentons par w la rotation de la directrice du point m^ pour une 

* Si la caractéristique da plan P n*était point dirigée suivant Taxe OY, la 
rotation qui commence autour de cette caractéristique équivaudrait à deux 
rotations simultanées, Tune autour de Taxe OY, l'autre autour d'une perpen- 
diculaire à cet axe. La conséquence évidente est que Téquation (2) ne subsis- 
terait pas. 
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Vitesse de ce point égale à l'unité, il s'ensuit que la rotation cor- 



Fig. 34. 




respondante à la vitesse v a 
pour expression le produit v. w. 
Élevons en o une perpendi- 
culaire à la droite oX, et sur 
cette perpendiculaire 9 située 
dans le plan P, prenons la lon- 
gueur oa égale au produit v. u\ 
Si par le point a nous me- 
nons une parallèle koX, il est 
visible que la longueur ob, interceptée sur oY par cette parallèle, 
représente la rotation du plan P autour de la caractéristique oY. 
Par le point 6 menons une parallèle à oL et désignons par e le 
point où cette parallèle vient couper Taxe oX. Le segment oe 
représente la rotation de la première tangente réciproque autour 
de la direction suivie par son point de contact. 

S'agit- il, en second lieu, de la tangente réciproque qui reste 
parallèle au plan N, et dont le point de contact glisse suivant N|? 
En désignant par à la vitesse angulaire qui anime cette droite à 
l'origine de son déplacement, on a, conformément aux déduc- 
tions des numéros 27 et 28 , 



D'un autre coté, nous venons de voir que la vitesse angulaire 
ày se réduit ici à zéro. On a donc simplement 



a = a,. 

Par le point c^ ou le prolongement de la droite ba vient cou- 
per la droite oL, menons la droite en parallèle à l'axe oY, et dé- 
signons par n le point d'intersection de cette parallèle avec 
l'axe oX. 

Si le point de contact supposé mobile sur N^ sortait du lieu o 
avec la vitesse oo, la rotation â^ autour de l'axe oa serait repré- 
sentée par le produit on. w. 11 s'ensuit que, pour une vitesse de 
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ce point prise égale à v, comme dans le premier cas, il vient im- 
médiatement 



V on 

= on. w — = — « 
oc oc 



oa. 



Prenons sur oa la longueur oa', égale k^.oa, et achevons le 
triangle oa'c\ semblable au triangle oac. 

La rotation oa' se décompose en deux autres, Tune oc' ayant 
pour axe la direction suivie , Fautre représentée par c'a', et ayant 
pour axe la droite oX. Celle-ci n'influe en rien sur la vitesse angu- 
laire à, : on peut donc en faire abstraction et considérer exclusi- 
vement la rotation composante oc\ On a d'ailleurs 

, oc on oc , 

oc = oa. — = oa. — • — == on s=sr oc == oe. 
oa oc oa 

On voit ainsi que les deux rotations considérées sont égales et 
de sens contraire, conformément à l'énoncé du numéro précé- 
dent i. 

* Montrons, par anticipation, un exemple des ressources qu'offi-e notre mé- 
thode pour résoudre les questions de géométrie transcendante. 

Reprenons les données du n« 33, en supposant, comme au n« 34, que les 
droites o\, oY soient deux caractéristiques conjuguées. 

La droite Ti, entraînée par le point mi, tourne autoui* de Taxe oY avec 
une vitesse facile à déterminer, en se reportant aux déductions du n» 34, 
et représentée comme il sait 




R sin If 



R étant , |)our le point o , le rayon de conr- 
bure de la section N. et y Tangle que fout 
entre elles les deux caractéristiques oX, 
oY. 

Substituons les x aux y et récipi*oquement. 
La droite T| est remplacée par une droite Ui 
tangente en m/ à la surface A et [>arallèle au 
plan Ny. il s'ensuit d'ailleui's que la droite Vt 
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2" Des dérivées successives d'une fonction de plusieurs variables» 

55. Soit f(x, y) une fonction à deux variables; x^, y^ deux 
valeurs quelconques délerminëes de ces variables ; a, b les valeurs 

tourne autour de Taxe oX avec une vitesse représentée par 

y 

R' étant, pour le point o, le rayon de courbure de la section N^. 

Prenons, à partir du point o sur les droites oX, oY, deux longueurs op, oq 
Tune op égale au quotient ^r^. — , l'autre oq égale au quotient ^> f • 

SI nous achevons le parallélogramme optq, la diagonale ot représente en 
direction , sens et grandeur la rotation du plan P supposé mobile avec le point 
mi et tangent en ce point à la surface A. 

Désignons par r, y'' les angles que la direction oL fait avec les axes oX, 
o\\ Les i)erpendiculaires abaissées sur oL des points p et g sont représen- 
tées respectivement , la première par 

pp' = op sui y = rrr-: , 

^^ '^ R' sm ij 

la deuxième par 

X siu y' 

On voit d'ailleurs aisément que la vitesse angulaire de la directrice du 
l>oint mi sur la ligue Nt est représentée par la somme de ces deux perpen- 
diculaires. 

Soit p (pour Je point o) le rayon de courbure de la section N/; v =<hî la 
vitesse du point m^ , au sortir du lieu o (lig. 54); tv la vitesse angulaire de la 
directrice du point mi. On a d'abord 

1 tv 1 /y siu r as siny'\ 

^ ^ p V oc \R' sin 1^ R sin jy / ' 

et, en même temps (voirfig. 5i, i>age 143) 

i* sin if y siu m 

(â) oc = -: r = — : 

^ ' sm y' sui y 

De là résulte, eu substiluaut, 

sin* if sin* y' sin* y 
<3) — R~'*""R^' 

L'équation (3) esl réqualioii polaire d'une ellipse ayaul son centre eu o et 

10 
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correspondantes des dérivées partielles fj{xy y), f^ (x, y). Nous 
avons , par hypothèse, 

Posons 

(i) ^ ^ f[x,y) — ax-by, 

et considérons la surface A, représentée par l'équation (1), dans 
un système quelconque où Taxe des z soit perpendiculaire à ceux 
des X et des y. 

m étant un point pris, comme on veut, sur la surface A, soient 
P et Q les deux sections planes qui se coupent en m et qui sont 
respectivement parallèles, Tune P au plan des zx^ Tautre Q au 
plan des zy. Si Ton désigne par a l'angle qu'une tangente à une 
section quelconque parallèle au plan des zx fait avec l'axo des x, 
on a généralement. 

(2). ...... t«. « = f:(x,y) — a. 

De là résulte pour la vitesse angulaire d^ avec laquelle cette tan- 
gente tourne, lorsque son point de contact est en m sur la section 
P et qu'il se déplace suivant la section Q, 

(3) «y*==yr»,y(«, y).cos.*« *. 

Soit € l'angle qu'une tangente à une section plane parallèle au 
plan des zy fait avec Taxe des y, ona^ de même, 

W • tg. C=/;(x, y) - 6, 

pour rayon vecteur v = l/p. La considéralion de cette ellipse, conoue sous 
le nom d'indicatrice, et dont les droites oX, oY sont des diamètres conju- 
gués, montre qu'en général, les caractéristiques conjuguées se confondent 
avec ces diamètres, et que les rayons de courbure des sections normales sont 
représentés par les carrés des rayons Tccteurs correspondants. Nous revien- 
drons plus loin sur ces détails qu'il suffît ici d'indiquer. 

* On voit aisément comment les équations (2) , (3), (4), (5) se déduisent de 
ce qui précède et, aussi, comment on peut les établir directement par voie 
géométrique. 
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et, désignant par S^ la vitesse angniaire avec laquelle iournc eette 
tangente lorsque son point de contact est en m sur la section Q et 
qu'il se déplace suivant la section P : 

(5) ^" = i. /';, , (x, f/ ). cos* :. 

Supposons le point m déterminé par les valeurs 

les équations (2) et (4) donnent 

tg. a = 0, tg. ff = 0. 

Il en résulte que le plan, mené par le point m parallèlement au 
plan des xy, touche en ce point la surface A, et, par suite, que 
l'équation (5) du n"* 33 devenant applicable, on a nécessairement 

y.4 = = ^-«y 

Mais, 'd'un autre côté, les équations (3) et (5) donnent en même 
temps 

Il vient donc en substituant, supprimant le facteur commun 
x.y et remplaçant par x, y les valeurs quelconques déterminées 

* L'équation fondamentale 

-r«.!f(a?, y) = /-'Vx(a;, y), 

peut s'établir à priori de la manière suivante : 
On a, conformément à la règle du n<» 8, 

et remplaçant y par y+ At/. 

(2) . . lim n-^^^'y-^^y)-n^'y^'y) = r^a,, ,+ .,). 

AO? 

On déduit de là, en soustrayant membre à membre Téquation (1) de Té* 
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On voit^iiiiisi que, dans le cas de deux dérivations faites sue- 
cessivement par rapport à deux variables, le résultat définitif est 
indépendant de Tordre suivi dans ces dérivations. Cette coûsc- 
quenee s'étend dVlIe-mênie à un nombre quelconque de dériva- 
tions successives faites sur une même fonction de n variables. De 
là, le principe général énoncé comme il suit : 

Quel que soit l ordre dans lequel on effectue plusieurs dériva- 
tions successives y si l'ordre seul change et que toutes choses 
SOIENT ÉGALES d'ailleurs , le résultat définitif reste toujours le 
même. 

quatioD (2) et divisaut par mj 

lim 

(3) . . ) ^^- ^y 

^ rz'{x,y-\-^y)--f^'{x,y) 

^y 

Cela posé, puisque, par hypothèse, les quantités ûa? et Ay convergent eu 
même temps vers zéix), réquation (3) devient 
(4) lim A'^-^-^^>y-<"A?/) — A^,?/-*-^^)-^^?-^^^;,^)-»-^^?,?/) _ , ^^ 

ùiX, &y ',y ' ' 

Le premier membre de réquation (4) resterait évidemment le même, si 
Ton répétait les oj[)érations précédentes en opérant sur y, comme on l'a fait 
sur X et réciproquement. 

De là résulte immédiatement : 

r>) f:,y{^.u) = flA^^y)' CQ.F.D. 

Parlant de ce résultat et procédant directement sur la surface représentée 
par réquation 

- = f{^,y)7 

on a d'abord comme au n» 3o, 

'^y= ùriy('^,y)' cos^a, 4 = i/y,,(^,i/)cus2 S, 
et ensuite, eu égard à réquation (d), de la présente note 

yCr x.ûiy 



cos^ s cos* a 

De là se déduit, comme conséquence immédiate, le théorème des tangentes 
réciproques établi ci-ilcisus n» 33. 
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Les conventions adoptées pour reppëscntcr les dérivées succes- 
sives et partielles d'une fonction à plusieurs variables , sont les 
suivantes : 

Soit 

^ = f{^7yy^^ ) 

une fonction des variables x, y; u, etc. On écrit 

et, généralement, 

/ï.,....(x,y,«....)= ( ^,^^^,,,.J > 

le nombre des dérivations étant toujours marqué par Tindice supé- 
rieur, et leur ordre successif, ainsi que les variables auxquelles 
elles se rapportent, par les signes inférieurs. 

3" Des différentielles totales et partielles de tous les ordres, 

36. Soient n variables liées entre elles par p relations : la diffé- 
rence n — p exprime le nombre des variables dont on peut disposer 
arbitrairement, soit en les faisant croître ou décroître avec uni- 
formité , soit en établissant entre elles des relations quelconques 
exprimées ou sous-entenducs. Les variables dont on dispose , et 
qu'on assujettit à croître ou décroître d'une manière uniforme, 
sont dites indépendantes; leurs différentielles du premier ordre 
sont des constantes, et, par suite, leurs différentielles des ordres 
supérieurs sont toutes égales à zéro. 

Dans tous les cas , lors même qu'il y aurait autant d'équations 
simultanées que de variables moins une, on peut toujours intro- 
duire par la pensée une nouvelle variable, pmepowr t;ana6/e 
indé])endante , et, afin que toutes les autres en deviennent fonc- 
tion, concevoir au besoin une ou plusieurs relations arbitraires, 
que Ton ne détermine point aussi longtemps qu'on le juge conve- 
nable, et dont pourtant il est toujours permis de disposer. Ce 
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simple artifice est souvent d'un grand seeours^ soit pour faciliter 
les déductions , soit pour les éclairer davantage. 

En se reportant au n"* 27, il est aisé de voir que la différentielle 
d'une fonction h plusieurs variables est la somme des différen- 
tielles que Ton obtient en opérant tour à tour sur chaque variable, 
comme si elle variait seule, tandis que toutes les autres sont sup- 
posées constantes. Chacune des différentielles que Ton obtient 
successivement est dite différentielle partielle : leur somme est 
la différentielle totale de la fonction considérée. 

Cela posé, montrons, par un exemple, comment on procède en 
général. 

Soit une fonction h deux variables, 

On a d abord 
(I) . . i«=i, -♦- iy«=x/*/(x, y) ^- y/;'(a;,y), 
ou , ce qui revient au même, sous une autre forme, 

II vient, en second lieu , 

(3). .S ^=*'ri^(^»y)-*-2xy/:.,(a;,y) + i/'^(x,y) 

( + xf.(x,y) -*-yf'y[x,y), 
ou, ce qui revient au même, la fonné seule étant changée, 

- (S) '- - (|) ^ •• 

* Tl importe de ne point perdre de Tue que les expressions fractionnaires 
pont de purs symboles et non pas des quotients» 
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Et ainsi de suite , indëfîniment , les résultats obtenus pouvant 
s'appliquer à tous les cas possibles. 
S'agit-il d'une fonction implicite 

f{x, y) = cons". 

Pour passer du cas général k celui dont il s'agit actuellement, 
il suffît de poser 

z «BB cons**, 

et, par suite, de réduire à zéro les différentielles successives dzy 
(jPz, dHy etc. 

Considérons en particulier le cas où les variables Xy y étant 
ùidépendantes , on les assujettit à croître ou k décroître unifor- 
mément. Il vient alors 

(5) . . . X = dx = cons*", y = dy = cons*% 

et^ par conséquent, pour toute valeur de n supérieure à Tunité, 

(6) d'*x = , d^y asss o. 

Les formules (i) 9 (3), etc., deviennent, en conséquence, 

i = i, -♦- iy 



Les formules équivalentes (2), (4), etc., deviennent en même 

* Le symbole ^»,y exprime le résultat de deux différentlations opérées 
successivement, la première en considérant y comme constant, la seconde en 
considérant comme constantes les deux quantités x et x. 
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temps, 



(8). 



* = (I) - - (|) "' 
*-(s.)'"'-'(s^)'"'-'(sS-)""'»* 

^ (S) ^»- 



On observera que riiypolhèse où nous venons de nous placer 
est restrictive. Ainsi, par exemple, s'il s'agit d'une surface ayant 
pour équation 

par cela seul qu'on suppose les deux vitesses x et y constantes, il en 
résulte que le rapport des accroissements simultanés aoc et ^y est 
lui-même constant, et, par suite, que la variable y devient une 
fonction linéaire de la variable x. La conséquence est que les 
valeurs, exprimées ci-dessus pour les différentielles des ordres 
supérieurs, s'appliquent exclusivement aux sections planes faites 
dans la surface parallèlement à l'axe des z. 

11 est visible que les déductions précédentes s'étendent d'elles- 
mêmes à un nombre quelconque de variables liées entre elles par 
une ou plusieurs équations. 11 s'ensuit qu'on peut dès à présent 
effectuer la différcntiation d'une fonction quelconque, et c'est, 
dans la simple application des règles exposées ci-dessus que se 
résout tout entier le calcul différentiel proprement dit. 
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CHAPITRE VL 

RÉSUMÉ DES RÈGLES DU CALCUL DIFFÉRENTIEL 
ET SIMPLIFICATIONS. 



57. Rësumons les règles du calcul difTërentiel, et comme 
l'expose de ces règles n'exige point tous les développements don- 
nés précédemment, montrons les simplifications qu'il comporte. 

Partant des principes établis n*"* 5, 4, 5 et 6, on peut démontrer 
immédiatement les propositions des n"** 26, 27, 28, 55 et 55, ré- 
sumées comme il suit : 

i° La différentielle d'une fonction de fonction s'obtient en pre- 
nant la dérivée de la fonction principale par rapport à la fonc- 
tion secondaire considérée comme simple variable et en multi- 
pliant cette dérivée par la différentielle de la fonction secondaire. 

2<* La différentielle d'une fonction composée ou complexe est la 
somme des différentielles qu'on obtient en distinguant darps la 
fonction ses éléments variables , et en opérant tour à tour pour 
chaque élément distinct y comme s'iV restait seul variable, tandis 
que tous les autres sont supposés constants. 

5" Quel que soit l'ordre dans lequel on effectue plusieurs déri- 
vations successives, si l'ordre seul change, et que toutes choses 
soient égales, d'ailleurs, le résultat définitif reste toujotirs le 
même. 

Cela fait, on est en mesure de résoudre, en général, toutes les 
questions relatives à* la différentiation simple ou répétée d'une 
fonction quelconque à une ou plusieurs variables. 

S'agit-il ensuite d'applications particulières? Pour les rendre 
aussi faciles que les opérations les plus simples de l'algèbre, une 
seule chose reste à déterminer : ce sont les différentielles qui cor- 
respondent à chacune dos fonctions élémentaires. 
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On a vu comment la marche à suivre, pour la diffërentiation 
des fonctions élémentaires, peut être à k fois très-^mple et très- 
rapide , sans cesser néanmoins d'être purement géométrique. La 
même observation s'applique, en général, à tous les théorèmes 
dont nous avons donné la démonstration et sur lesquels nous nous 
sommes appuyé pour établir les règles dont on a besoin. Parmi 
ces théorèmes, il en est deux moins simples que les autres : Tun a 
pour objet la différentiation des fonctions composées; l'autre est 
relatif à Tidentité des résultats fournis par plusieurs dérivations 
successives dont Tordre seul a été changé. Lorsqu'on veut, ainsi 
que nous l'avons fait, suivre ici la voie purement géométrique, il 
faut d'abord établir la propriété caractéristique du plan tangent à 
une surface et celle des tangentes réciproques : c'est ensuite, en se 
fondant sur ces propriétés que l'on en déduit les deux théorèmes 
rappelés ci-dessus. Il n'échappera point au lecteur que ces deux 
théorèmes peuvent, comme nous l'avons montré S se déduire en 
quelques lignes du procédé général fourni par la méthode des 
limites et exposé géométriquement dans le n"" 8. Ici donc, s'il y a 
en apparence quelque complication , il suffit pour la faire dispa- 
raître, d'emprunter le secours de la méthode des limites. Dès 
lors tout devient extrêmement simple, et c'est, sans la moindre 
difficulté, que l'on parvient directement aux deux équations fon- 
damentales 

(I) i >= z» -^ i^ 

(2) /"i'.yCar, y) «/*;..(«, y). 

Veuiron, d'ailleurs, établir, comme conséquence immédiate, la 
propriété caractéristique du plan tangent et celle des tangentes . 
conjuguées? Il ne reste plus qu'à considérer la surface représentée 
par l'équation 

(3) «.^A^, y). 

' Voir les notes des n»» 27 et 55. 
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et h donner, pour cette surface, l'interprétation gëomëtri^ue des 

équations (i)et,(â). 

Nous avons déjà fait voir * comment Téquaiion (1) a pour tra- 
duction géométrique Fénoncé suivant : 

Le plan tangent en un point d'une surface contient , en général, 
les tangentes à toutes les courbes tracées sur la surface et passant 
par ce point. 

Montrons' ici comment l'équation (â) peut aussi se .traduire 
géométriquement. 
Soit A la surface représentée par l'équation 

Par hypothèse, la surface A est rapportée à trois axes choisis 
comme on veut, sous la condition que l'axe des z soit perpendi- 
culaire à chacun des deux autres. 

m étant un point quelconque de la surface A, soient s,, Sy les 
deux sections faites en ce point, la première par un plan paral- 
lèle aux zx, la deuxième par un plan parallèle aux zy. 

Désignons par « l'angle que fait, avec Taxe des x, la droite T, 
assujettie à toucher en m la section s,. On a généralement 

0) igx = f:(x, y), 

Xf y étant les coordonnées du point m. 

De là résulte, pour le cas où le point m sort du Heu qu'il occupe 
en glissant sur la section Sy ^ 

(2) « = y A*(^>y)-cos««, 

et, dans cette formule, d exprime la vitesse de rotation avec la- 
quelle la tangente T, s'écarte angulairement de sa direction pri- 
mitive. 

* Voir la note du n» 27. 
Lorsqu^on differentie dans cette hypothèse, on doit considérer la variable 
ûp comme constante, 
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Soit Ç Tangle que fait avec Taxe des y la droite Uy assujettie k 
toucher en m la section Sy. En désignant par Ç k vitesse de rota- 
tion avec laquelle la tangente Uy s'écarte angulairement de sa di- 
rection primitive , lorsque le point m sort du lieu qu'il occupe en 
glissant sur la section s^, on a comme tout à l'heure 

(5) C = X fl^ Jx, y), cos^ C, 

• 
Supposons que le plan, qui touche en m la surface A, soit pa- 
rallèle au plan des xy et que les vitesses x^ y soient égales. Les 
angles a, ^s'annulant tous les deux, les sections Sj^y s^ deviennent 
des sections normales, et Ton voit aisément que Tégalité des dé- 
rivées secondes f'x,y(Xy y), /"y, «(a:, y) implique comme consé- 
quence immédiate la relation très-simple 

Cela posé, si Ton désigne sous le nom de tangentes réciproques 
les tangentes T,, Uy, qui se déterminent Tune par l'autre d'après 
les conditions mentionnées plus haut, on a l'énoncé suivant : 

Lorsque deux tangentes réciproques sortent en même temps y et 
avec une égale vitesse y des sections normales qui les déterminent y 
leurs rotations autour des directions qu'elles suivent respective- 
ment sont égales el de signe contraire *. 

38. Veut-on procéder plus simplement encore? Veut-on établir 
toutes les règles de la différentiation, sans recourir à la méthode 
des limites, et sans emprunter d'autre secours que celui de la 
géométrie plane? Voici comment la marche à suivre peut devenir 
en même temps la plus prompte et la plus facile. 

Établissons d'abord la règle générale, qui comprend toutes les 
autres. 

Soit z une fonction composée ou complexe, dépendant à la fois 

^ Voir au besoin la noie du n® 53, pour los éclaircissenieiils que ceï énoncé 
succinct peut laisser à désirer. 
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de deux variables x, y et représentée par 

(1). ...... z ^ f(x, y). 

11 s'agit de déterminer Ja différentielle i pour le cas général où 
les deux grandeurs x, y varient simultanément, Tune avec la 
vitesse x, l'autre avec la vitesse y. 

Désignons par i,ct par /],' (x, y) la différenliellc et la dérivée 
quon obtient en opérant sur l'équation (1) dans 1 hypothèse 
y = constante. De là résulte 

(2) i, = i /l'(^, y). 

Ou a de même, en désignant par i, et par fj (x, y) la difféiH^n- 
tielle et la dérivée prises dans l'hypothèse x == constante, 

(5) ^!, = y fy'i^y y)' 

Soient OX, OZ deux axes coordonnés. L'équation (I) étant rap- 
portée à ces axes, chaque valeur attribuée 5 y peut se combiner 
avec l'ensemble des valeurs admissibles pour x. En opérant ainsi , 
on obtient, pour chaque valeur de la variable y, une ligne s com- 
plètement définie de forme et de position. 

Soit ce' une détermination particulière 
Fia. 30, «. , , 1. 1 « 

affectée par la ligne s et correspondante a 

^ ' à une valeur quelconque déterminée de la 

variable y, 

Représenton^nous la ligne s à Tinstant 

précis où la variation continue de la gran- 

^ deur y la fait sortir du lieu ce' *. Chacun 

La démonstration déveloi)|)ée dans le texte peut être remplacée par les 
considérations suivantes, très-directes el très-simples. 

Soit une ligne s assujettie à rester dans un plan P et à s'y déplacer en chan- 
geant de forme. 

m' étant un point supposé fixe sur la ligne s , désignons par D la tangente 
en ce point, et par n le lieu qu'il occupe dans le plan P, à rinstaot que Ton 
considère. Le point m' sortant, par l)yi)othèse, du lieu n , on peut choisir arbi' 
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des points de la ligne s peut être considéré comme sortant du lieu 
qu'il occupe sur ce' en glissant le long de Tordonnée correspon- 
dante, et puisque, dans ce glissement, le point. quelconque déter- 
miné par l'abscisse x conserve cette même abscisse , il s'ensuit que 
la vitesse de ce point a pour expression générale 

W ^y = y fyi^yy)' 

Cela posé, deux cas sont possibles, selon que la dérivée partielle 

trairement * la direction suivant laquelle il est censé sortir de ce lieu , et déter- 
miner, en conséquence, sa vitesse actuelle. Soit v' cette vitesse et «' la vitesse 
angulaire simultanée avec laquelle la droite D tourne autour du point m'. 

Il est visible, que, abstraction faite du changement de forme qu'elle subit, la 
lignes peut être considérée comme participant tout entière au mouvement de 
la droite D, c'est-à-dire comme tournant autour du point m' avec la vitesse «' 
et comme glissant dans le plan P avec là vitesse t/ rendue commune à tous ses 
points. Gela posé, s'il y a changement de forme, il ne peut plus résulter que 
d'un déplacement subi par les diiférents points de la ligne s par rapport à la 
droite D , cette droite étant regardée comme fixe et la ligne s comme assujettie 
à lui rester tangente au point m\ 

Soit m un point mobile assujetti à décrire la ligne s avec la -vitesse t?, et sor* 
tant ainsi du lieu n en même temps que le point m'. Désignons par u la vitesse 
totale qui anime le point m dans le plan P, au sortir du lieu n. 

D'après ce qui précède, il est évident que la vitesse u résulte des deux com- 
posantes V, v', de la même manière que si la ligne s persistait dans la forme 
qu'elle affecte à Vinstant considéré. 

S'agit-it maintenant de la directrice du point m sur la ligne s?\\ est clair que, 
sans altérer en rien le mouvement angulaire de cette directrice , on peut tou- 
jours restreindre à la partie située en avant du point m le changement de 

* Lorsqu'on m donne une délermioatipn particulière de la ligne $ et un point quel- 
conque m' supposé fixe sur cette ligne , toute droite fixe , qui est menée par le lieu 
actuel de ce point et que la ligne ê ne cesse pas de rencontrer au sortir du lieu qu'elle 
occupe, peut être considérée comme fixant, par rapport au point m', la direction qu'il 
suit en se déplaçant avec la ligne s, à l'origine du changement qu'elle subit. Si la 
ligne ê ne changeait pas de forme , le choix de cette droite ne cesserait point pour cela 
de rester arbitraire. Il s'ensuivrait seulement que pour toute direction choisie en de- 
hors de celle qui correspondrait à l'inTariabilité de forme , la ligne s devrait être con- 
sidérée comme changeant en même temps de forme et de position. Cette circonstance 
«0 Biodifi« efi ri«n les déduetion» suivantes. 
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/i' (^> y) ne dépend pas de la variable x, ou qu'au contraire, elle 
en est dépendante. 

Considérons d'abord le premier cas, celui où la dérivée fy (x, y) 
ne dépend pas de la variable x. En ce cas, une même vitesse pa- 
rallèle & FaxeOZ anime, en même temps, tous les points de la 
ligne «, La conséquence évidente est que cette ligne sort du 
lieu ce' comme si elle était de forme invariable et qu'elle se mût 
par translation avec la vitesse z^ parallèle à Taxe OZ. 

Soit m un point mobile sur la ligne s et déterminé en position 

forme subi par la ligne «. On sait, d^ailleurs, que dans la description d'one ligne 
par un point , la vitesse angulaire de la directrice dépend de la courbure de la 
ligne au lieu occupé par le point décrivant, et non pas delà rapidité plus ou 
*tnoins grande avec laquelle celte courbure varie dans le passage d'un lieu à un 
autre. De là résultent immédiatement les déductions suivantes : 

1» La forme affectée par la ligne « en deçà du point w' peut être regardée 
comme invariable à partir de Tinstant où le point m sort du lieu n, 

S» Si) plus tard, il y a changement de forme pour la partie de la ligne « 
située au delà du point m', ce changement n'a d'autre effet que de modiûer la 
rapidité plus ou moins grande avec laquelle la courbure varie sur la ligne h à 
partir du point m'. 

5<> Lorsque le point m sort du lieu n , la directrice de ce point sur la ligne s 
tourne, par rapport à la droite D, avec la même vitesse que si la ligne s persistait 
dans sa forme actuelle. 

4» En désignant cette vitesse par ti^, la vitesse totale à avec laquelle la di- 
rectrice du point m sur la ligne 9 tourne dans le plan P, au sortir du lieu n, est 
égale à la somme to + cd' s «i. 

Les résultats qui précèdent se résument en un théorème susceptible d'être 
énoncé comme il suit : 

Lorsqu'une ligne de forme incessamment variable est décrite par un point 
mobile, Vétat de mouvement de ce point et Celui de sa directrice sont les 
mêmes que si la ligne persistait dans la forme qu'elle affecte à Vinstant que 
Von considère y rien, dailleurs, n'étant changé ni dans la vitesse du lieu oc- 
cupé sur la ligne par le point décrivant, ni dans la vitesse angulaire de la 
tangente en ce lieu. 

La partie de cette démonstration qui se rapporte à la détermination de la 
vitesse totale u suffit pour qu'on puisse en déduire immédiatement la relation 
générale i =:2« + i^y, et , comme conséquence de cette relation , l'égalité finale 
«=«'-♦- to, (Voir au besoin le texte du n« 38 et la première note du n* 39.) 
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pur les valeurs attribuées eu même temps, l'uue à la variable y y 
laulre à la variable x. Supposons d'abord le point m placé en n 
sur la ligne ce'. Lorsque les grandeurs x, y varient simultané- 
ment, la ligne s sort du lieu ce en se déplaçant par translation 
avec la vitesse iy commune à tous ses points. 11 suit de là qu'elle 
communique au point m cette même vitesse. D'un autre côté, le 
point m glisse sur la ligne s comme si elle était invariable et fixe, 
c'est-à-dire comme si la grandeur y demeurait constante. De là 
résulte pour le point m une vitesse propre , dirigée suivant la 
tangente en n à la ligne ce et ayant pour composante parallèle 
à l'axe OZ la vitesse i,. Cette composante s'ajoute à la vitesse iy, 
de manière^ il former la vitesse totale i : on a donc, en consé- 
quence , 

(3). . . . i = i, -4- iy = à- /;.' (X, y) + y fy (x, y). 

Considérons , en second lieu , le cas où la dérivée fy (x, y) dépend 
de la variable Xy et désignons par m' le point de la ligne s qui sort 
du lieu n en glissant sur l'ordonnée pn. En ce cas , la vitesse Zy est 
variable avec x pour les diflFérents points de la ligne cc\ Rien, 
d'ailleurs, n'est changé ni dans la vitesse Zy avec laquelle le point 
in' glisse sur l'ordonnée pn au sortir du lieu n, ni dans la vitesse 
ij, avec laquelle le point m s'écarte en même temps du point m'. 
La seule modification consiste en ce que la directrice du point m 
sur la ligne s, au lieu de tourner, comme dans le premier cas, 
avec la vitesse qui correspond à la courbure affectée en n par la 
ligne cc'^ tourne avec cette même vitesse accrue ou diminuée d'une 
certaine quantité *. Or, ici, il n'importe en rien que cette directrice 
tourne plus ou moins vite: cela n'altère ni sa direction première, 

* Ou peut se représenter la ligne ccf comme glissant, sans changer de 
forme, avec la vitesse du point m' sur l'ordonnée pn, et comme tournant eu 
même temps autour de ce point de manière à ramener le point m sur sa tra- 
jectoire. Celte rotation devant être prise à Tinstant précis où le point w sort 
du lieu n et se confond, en conséquence, avec le point m\ il est visible qu'elle 
n'altère, ni en direction , ni en grandeur, la vitesse actuelle du point m sur la 
ligue ce'. 
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ni la vitesse qui anime le point i»» suivant cette même direction. 
On a donc, comme dans le premier cas. 



(6). 



£::== z,^ Zy^x fy'{xy y) '^yfy[xy y) 



' Etant données trois droites parallèles et non situées dans un même plan , 
prenons ces droites pour lieux des points qui décrivent les longueurs substi- 
tuées comme équivalents numériques aux grandeurs x, y, z^ Soient a,bfC, 
trois positions simultanées des points décrivants et P le plan qu'elles déter- 
minent. Par hypothèse, le point a correspond à la grandeur Xt le point b à 
grandeur y, le point c à la grandeur z. Sur la droite ca déterminons le point 
f par la condition -^ = fx'(x,y)et tirons la droite hf. Il est visible qu'une 
rotation établie autour de bf de manière à communiquer au point a la vitesse 
X communique en même temps au point c la vitesse 



fc 
i, = L-x = x.f/(x,y). 



af 



Fig. 37. 




Sur ia droite cb déterminons le 
point g par la condition ^ = /y' {x , y) 
et tirons la droite cig. Il est visible 
qu'une rotation établie autour de ag 
de manièrent communiquer au point 
b la vitesse if, conmiunique en même 
temps au point c la vitesse 

gc ■ • . 



Soit t le point d'intersection des deux droites bf, ag. Les rotations établies 
autour de ces droites se composent en une rotation unique établie autour 
d'une droite passant par le point t et communiquant au point c la vitesse 
totale 

s = 2, 4- iy — i A' (a?, y) -+- yfy' (x, y). 



De là résulte, eu égard à réquation (6) du n<> 38, la conclusion suivante : 

Il existe un point i complètement déterminé par rapport aux pcmtê a , 
b, c, par les valeurs respectives des dérivées partielles fx'(x, y), f/(x, y). 
La dépendance établie entre les vitesses simultanées x, y, z, par l'équation 

a 
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Pour étendre la règle exprimée par Téquation (6) aux fonctions 
qui comprennent un nombre quelconque de variables, il suffit de 
réduire ce nombre à deux au moyen des relations qui subsistent 
entre les variables données ou qu'on peut établir entre elles 
arbitrairement. De là résulte la règle générale énoncée comme 
il suit: 

La différentielle d'une fonction composée ou complexe est la 
somme des différentielles qu'on obtient en distinguant dans la 
fonction ses éléments variables, et en opérant successiveM£nt pour 
chaque élément distinct comme s'il était seul variable, tandis que 
tous les autres sont supposés constants, 

59. Sans rien changer à ce qui précède, nommons 

D la tangente en m' à la ligne s, 

a l'angle de la droite D avec Taxe OX *, 

z = f (x, y), consiste essentiellement en ce que la caractéristique du plan P 
est assujettie à passer par le point i. 

Soit h le point de la droite ab pour lequel on a ~ = ? • A cette valeur du 
rapport ? correspond une position particulière de la caractéristique du plan 
P. Cette position est donnée par la droite Ai. On voit ainsi comment la carac- 
téristique du plan P tourne autour du point t, lorsqu'on dispose du rapport 
^ et qu'on le fait varier continûment. 

y 

La faculté qu'on a de disposer comme on veut les trois points a,b,c, im- 
plique, comme conséquences, plusieurs théorèmes de géométrie qu'il suffit 
d'indiquer en passant. 

' On sait que pour chaque valeur attribuée à y , la ligne s est complète- 
ment définie de forme et de position. On sait également que, pour chaque 
valeur attribuée à x, la position du point m sur la ligne s est entièrement déter- 
minée. De là résulte nécessairement 

(i) « = f(x, y)' 

Soit <Xx ce que devient la vitesse angulaire à, lorsqu'on suppose y = con- 
stante, c'est-à-dire lorsque le point m sort du lieu n en glissant sur la ligne 
ce'. Soit de même ày ce que devient la vitesse angulaire à, lorsqu'on suppose 
;r = constante , c'est-à-dire lorsque le point m sort du lieu n en glissant sur 
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C l'angle ZOX, suppose quelconque, 
t le rapport sin o: : sin ( C — <x ) , 
w" la projection du point m sur la ligne cc\ cette projection étant 
faite par une droite parallèle à Taxe OZ. 

De raême qu'en se séparant du point n, le point m" détermine 
la direction première de la tangente D , de même en s'écartant 
Fun de l'autre au sortir du lieu n les points m, m' déterminent 
la vitesse angulaire de cette même tangente à l'origine de son 
déplacement. 

Soit n' un point pris sur la droite D, alors que cette droite 
„. ^^ touche en n la ligne cc\ Tirons l'ordon- 

née pV et désignons par /te un point 
mobile assujetti à rester en même temps 
sur cette ordonnée et sur la droite D. 

Plaçons-nous à l'instant précis où la 
droite D sort du lieu nn' et représentons 
^ par u l'excès de la vitesse du point fc sur 
celle du point m'. Il est visible que la rotation de la droite D 

l'ordonnée pn. Appliquée à Téquation (1), la règle du n« 38 donne immédia- 
tement 
(2) à = âx -h â^ 

L^équation (2) exprime qu'à Tinstant précis où le point m sort du lieu n , 
la directrice du point m sur sa trajectoire tourne comme si la ligne s con- 
servait sa forme actuelle ce' et tournait avec la vitesse angulaire ày. Ce ré- 
sultat peut s'établir à priori par des considérations très- simples. En effet» 
puisque le changement de forme est soumis, par hypothèse , à la loi de con- 
tinuité , il serait absurde de supposer que la rotation de la directrice du point 
m sur la ligne s pût être, par rapport à cette ligne , moindre ou plus grande 
que le comporte la courbure actuelle au point n. On voit ainsi que l'équa- 
tion (2) subsiste nécessairement , la ligue s pouvant être considérée comme 
invariable de forme, et dès lors comme n'ayant d'autre mouvement angu- 
laire que celui qui correspond à son déplacement et qui commence avec la 
vitesse ày. 

Il est aisé de voir comment les déductions du n» 38 conduisent directe- 
ment à la théorie des enveloppes , comment aussi l'extension qu'elles compor- 
tent permet de les prendre pour base du calcul des variations. Nous revien- 
drons plus loin sur ces applications. 
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autour du point m' est précisément la même que si ce point de- 
meurait en n et que le point /u. sortit du lieu n' eu glissant sur 
Tordonnée p'n' avec la vitesse u. Or, dans cette hypothèse, on a 

(1) p'n' = pn -^ pp\t, 

11 vient donc, en diffërentiant par rapport à p'n' et à t, 

u = pp'A, 

Soit U la vitesse effective du point fi au sortir du lieu n\ celle 
du point m', au sortir du lieu n, étant représentée par iy, on a, 
comme conséquence des données précédentes, 

(2) ù = iy ^ pp\l 

L*équation (2) subsiste en même temps pour tous les points de 
la droite nn\ 11 s'ensuit que si Ton veut déterminer la vitesse avec 
laquelle la grandeur U varie dans le pass&ge d'un point h un autre 
sur la droite nn% il suffît de différentier en considérant les deux 
vitesses z^ et i comme constantes, et en prenant pour différen- 
tielle de la quantité variable pp' la vitesse à* avec laquelle l'or- 
donnée p'n' s'écarte de l'ordonnée pn en glissant sur l'axe OX. 
De là résulte immédiatement 

(3) Ù, = X. i. 

Veut-on appliquer l'équation {5) à la détermination de la vi- 
tesse angulaire qui anime la droite mm' à l'origine de son dépla- 
cement, lorsque les points m^m' sortent en même temps du 
lieu w? Tout se réduit à poser 

U = i, = yfy{x,y). 
Ce qui donne, d'abord, 

W t: = y.xfl.[x,y)\ 

Le symbole f'y^ x(Jc,y) exprime le résultat de deux dérivations faites 
successivement, la première par rapport à la variable y, la seconde par rap- 
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et, ensuite, eu égard aux égalités (3) et (4), 

(S) yflx{oc,tj)==i 

Cela posé, observons que la quantité t a pour expression géné- 
rale le rapport de la vitesse i, = x fx (^> y) « J» vitesse x. On peut 
donc écrire généralement 

De là résulte, en différentiant, dans l'hypothèse x= constante , 

(6) yf:.y{^,!/)=-i. 

La comparaison des équations (5) et (6) conduit immédiatement 
à la relation finale 

On voit ainsi que, dans le cas de deux dérivations faites succes- 
sivement par rapport à deux variables, le résultat définitif est 
indépendant de l'ordre suivi dans ces dérivations. Cette consé- 
quence s'étend d'elle-même à un nombre quelconque de dériva- 
tions successives faites sur une même fonction de n variables. De 
là le principe général énoncé comme il suit : 

Quel que soit l'ordre dans lequel on effectue plusieurs dériva- 
tions successives, si V ordre seul change et que toutes choses 
SOIENT égales d'ailleurs, h résultat définitif reste toujours le 
même. 

40. Revenons à la règle générale du n** (38). Elle implique, 
comme cas particulier, la règle suivante : 

La différentielle d'un produit est la smnme des résultats qu'on 
obtient en substituant successivement à chaque facteur sa propre 
différentielle, 

port à la variable œ. On peut voir, à la fin du n° 35, quelles sont les conven- 
tions adoptées pour représenter, en général, les dérivées successives jet par- 
tielles d'une même fonction à plusieurs variables. 
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Partant de là et opérant comme nous l'avons fait à partir du 
n^ iO, on établit sans la moindre difficulté toutes les règles dont 
on a besoin pour la différentiation des fonctions élémentaires et 
des fonctions composées. 

Il n'échappera point au lecteur, déjà initié aux divers procédés 
d'exposition de l'analyse transcendante, qu'en suivant la marche 
tracée par nous en dernier lieu , notre méthode réunit tous les 
avantages que les autres peuvent offrir séparément. Au point de 
vue de la rigueur, elle ne le cède en rien à la méthode des limites ; 
au point de vue de la simplicité, elle égale au moins la méthode 
des infiniment petits. Suffisante par elle ^eule, elle offre toutes les 
ressources nécessaires; on peut d'ailleurs la combiner avec les 
méthodes connues , de manière à les compléter en leur donnant 
ce qui leur manque : à l'une la lumière et la fécondité, à l'autre la 
netteté et la certitude géométriques. Les applications ultérieures 
montreront mieux encore l'indépendance absolue et la supério- 
rité relative de la conception fondamentale sur laquelle nous 
faisons reposer tous les développements de l'analyse trans- 
cendante. 
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